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PROLOGO 


Modernamente la Logica se ha convertido en una materia no solo profunda, 
sino de gran amplitud y aplicacion a otras Ciencias. Solo desde hace algunos 
anos se han establecido relaciones sistematicas entre la Logica y la Matema- 
tica, formulandose una teoria de inferencia completamente explicita que se 
adecua a todos los ejemplos ripicos del razonamiento deductivo en Mate¬ 
maticas y a las Ciencias empi'ricas. En la mente de todos los matematicos 
modernos esta el concepto de axioma y la deduccion de teoremas a partir 
de axiomas. El proposito de este libro es introducir al estudiante en el me- 
todo deductivo de la Matematica moderna, a un nivel que, aun siendo 
riguroso, sea lo suficientemente sencillo en presentacion y contexto, para que 
permita una facil comprension. 

No se puede poner en duda la importancia en la Matematica moderna, 
de la teoria de la demostracion y de la metodologia en la deduccion de teo¬ 
remas a partir de axiomas. Sin embargo, el desarrollo de la destreza en los 
razonamientos deductivos, ha sido considerado como de interes secundario en 
los planes de ensenanza de especializacion matematica. El punto de vista 
representado en este libro es el de que una ensenanza de logica matematica 
bien meditada y planeada, al principio de la carrera del estudiante le pro- 
porcionara una base para estudios de Matematicas mas profundos y pe- 
netrantes. 

El objetivo del presente volumen comprende la teoria proposicional de 
inferencia, inferencia con cuantificadores universales, y aplicaciones de la 
teoria de la inferencia al desarrollo de la teoria elemental de grupos con- 
mutativos, o la teoria de la adicion, que es como se ha desarrollado en el 
texto. Debido a las complejidades que introducen los cuantificadores exis- 
tenciales se ha dejado su consideracion para el volumen siguiente, Segundo 
curso de Logica matematica. Se puede observar que la restriccion a los cuan¬ 
tificadores universales que se presentan al principio de formulas no es tan 
severa como pudiera parecer. La mayor parte de las teorias matematicas 
elementales con las que se puede encontrar el estudiante pueden formularse 
dentro de esta armazon. Esta restriccion proporciona al estudiante una opor- 
tunidad para aprender como se hacen demostraciones matematicas rigurosas 
y no triviales, sin adentrarse en las sutilezas que envuelven los cuantificadores 
existenciales. Se ha insistido tambien mucho a lo largo del libro en la im¬ 
portancia del problema de traducir a simbolos logicos o matematicos pro- 
posiciones enunciadas en lenguaje corriente. 

El presente libro es la cuarta version de un conjunto de notas desarro- 
lladas en 1960-61 para ser utilizadas en una clase experimental de alumnos 
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seleccionados de una escuela elemental. La segunda version del texto se 
utilizo en once clases de estudiantes seleccionados de la escuela elemental 
en 1961-62. La tercera version se utiliza experimentalmente en 1962-63 con 
diez clases de estudiantes seleccionados de la escuela elemental y 200 estu¬ 
diantes del «College» en un proyecto patrocinado conjuntamente por el 
Office of Education y la National Science Foundation. La edicion del libro 
fue subvencionada por la Carnegie Corporation de Nueva York. 

Se ha intentado escribir el libro de manera que lo puedan utilizar 
los estudiantes con un margen de edad y habilidad muy amplio. La Logica, 
afortunadamente, es una de las materias que no requiere gran base o expe¬ 
rience para poder llegar a un buen adiestramiento. Por esta razon, un libro 
de este tipo particular puede ser utilizado por una gran variedad de estu¬ 
diantes. La experiencia con las versiones citadas indica que el material que 
contiene es razonablemente satisfactorio para los estudiantes seleccionados 
de Segunda ensenanza y, por otra parte, no demasiado elemental para que 
no pueda ser utilizado por alumnos de primer curso de la Universidad. 
Creemos que este libro sera util a una gran diversidad de alumnos de Ense¬ 
nanza media y a las clases de Matematicas de Selectivo de la Facultad. Esta 
en preparation el Segundo curso de Logica matematica para aquellas clases 
que dispongan de tiempo para una exposition mas amplia de esta materia. 

Agradecemos a Mrs. Madeline Anderson su trabajo paciente y compe- 
tente de mecanografiar el manuscrito. Manifestamos nuestro mayor recono- 
cimiento a Mr. Frederick Binford por sus valiosas sugerencias y criticas, 
quien se ha hecho tambien responsable de preparar la detallada Edicion 
para el maestro. Mr. Richard Friedberg hizo muchos comentarios y criticas 
muy utiles al ultimo borrador de manuscrito. 

Patrick Suppes 

Shirley Hill 

Universidad de Stanford 
Stanford, California 
Enero, 1963 
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CAPITULO 1 

SIMBOLIZACION DE PROPOSICIO- 
NES 


• 1.1 Proposiciones 

Con el estudio de la Logica se persigue llegar a ser preciso y cuidadoso. 
La Logica tiene un lenguaje exacto. Pero aunque asi sea, vamos a intentar 
construir un vocabulario para este lenguaje preciso utilizando el lenguaje 
cuotidiano algunas veces un tanto confuso. Es necesario redactar un conjunto 
de reglas que sean perfectamente claras y definidas y que esten libres de las 
vaguedades que pueden hallarse en nuestro lenguaje corriente. Para realizar 
este trabajo se utilizaran proposiciones en lengua castellana, de la misma 
manera que se usa la lengua castellana para explicar las reglas precisas de 
un juego a alguien que no ha jugado a ese juego. Por supuesto, la logica 
es algo mas que un juego. Puede ayudarnos a aprender una forma de razonar 
que es exacta y a la vez muy util. 

Para empezar, consideremos las proposiciones en lengua castellana. Cada 
proposicion tiene una forma logica a la que se le dara un nombre. En 
primer lugar, se consideran y simbolizan dos clases de proposiciones en 
Logica; unas se denominan proposiciones atomicas y otras proposiciones 
moleculares. 

En este siglo de la Ciencia se utiliza la palabra atomico muchas veces. 
Efectivamente, el significado de esta palabra en el lenguaje de la Logica es 
analogo a su significado original en las Ciencias fisicas. En Logica, atomicas 
son las proposiciones de forma mas simple (o mas basicas). Si se juntan una 
o varias proposiciones atomicas con un termino de enlace, se tiene una pro¬ 
posicion molecular. Una proposicion atomica es una proposicion completa sin 
terminos de enlace. Se utilizan terminos de enlace para formar proposiciones 
moleculares a partir de proposiciones atomicas. 

Por ejemplo, considerense dos proposiciones atomicas, 

Hoy es sabado. 

No hay clase. 
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Ambas proposiciones son atomicas. Mediante un termino de enlace se pueden 
unir y se tendra una proposicion molecular. Por ejemplo, se puede decir 

Hoy es sabado y no hay clase. 

Esta proposicion molecular se ha construido con dos proposiciones atomicas 
y el termino de enlace «y». Cuando analizamos una proposicion molecular 
la descomponemos en las mas pequenas proposiciones atomicas completas. 
En el ejemplo anterior se puede descomponer la proposicion molecular en 
dos proposiciones atomicas. El termino de enlace «y» no forma parte de nin- 
guna de las proposiciones atomicas. Se ha anadido a las proposiciones atomi¬ 
cas para construir una proposicion molecular. 


• 1.2 Terminos de enlace 

Las palabras de enlace, por cortas que sean, no deben subestimarse, pues son 
de gran importancia. Tanto es asi, que se estudiaran algunas reglas muy 
precisas para el uso de esta clase de terminos. Gran parte de lo que se 
tratara en el estudio de la Logica se refiere a la manera cuidadosa de como 
se han de utilizar estos terminos de enlace. El termino de enlace en la pro¬ 
posicion del ejemplo «Hoy es sabado y no hay clase» es la palabra «y». 
Hay otros, pero antes de considerar cada uno de ellos separadamente, les 
daremos el nombre logico correcto. Se les denominara terminos de enlace 
de proposiciones. Este nombre sera facil de recordar, porque indica efecti- 
vamente cual es el papel que desempenan. Enlazan proposiciones. Forman 
proposiciones moleculares a partir de proposiciones atomicas. 

Los terminos de enlace que se utilizaran en este capitulo son las pala¬ 
bras «y», «o», «no», y «si..., entonces». En la gramatica castellana se les da 
a veces otros nombres, pero en Logica los denominaremos, como ya hemos 
indicado, terminos de enlace de proposiciones o simplemente terminos de 
enlace. Recuerdese que al anadir un termino de enlace a una o dos propo¬ 
siciones atomicas se ha formado una proposicion molecular. Los tres terminos 
de enlace considerados, «y», «o», «si..., entonces», se usan para enlazar dos 
proposiciones atomicas, pero el otro se agrega a una sola proposicion atomica 
para formar una molecular. Este termino de enlace es la palabra «no». Se 
puede decir que el termino de enlace «no» cada vez actua sobre una sola 
proposicion atomica y que los otros terminos de enlace actuan sobre dos pro¬ 
posiciones atomicas a la vez. Recuerdese que el termino dc enlace «no», es 
el unico que no conecta realmente dos proposiciones. Cuando a una sola 
proposicion se le agrega «no» se forma una proposicion molecular. 

Se dan a continuation algunos ejemplos de proposiciones moleculares 
que utilizan los terminos de enlace considerados. 
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La proposicion 

La luna no esta hecha de queso verde 

es una proposicion molecular que utiliza el termino de enlace «no». En este 
caso, el termino de enlace actua solo sobre una proposicion atomica: «La 
luna esta hecha de queso verde». 

Un ejemplo de una proposicion en la que se utiliza el termino de en¬ 
lace «o» es 

El viento arrastrara las nubes o llovera hoy con seguridad. 

El termino de enlace «o» actua sobre dos proposiciones atomicas. Son «E1 
viento arrastrara las nubes» y «Llovera hoy con seguridad». 

La proposicion molecular: 

Si estamos en diciembre entonces llegara pronto Navidad 

ilustra sobre el uso del termino de enlace «si..., entonces», que tambien 
actua sobre dos proposiciones atomicas. <*Cuales son? 

Ya se ha dado un ejemplo de proposicion que utiliza el termino de 
enlace «y». Otra es: 

El terreno es muy rico y hay suficiente lluvia. 

^Cuales son las dos proposiciones atomicas contenidas en esta proposicion 
molecular?? 

Los ejercicios que se ponen a continuation ofrecen una oportunidad 
para comprobar la habilidad del lector para reconocer proposiciones atomicas, 
proposiciones moleculares y terminos de enlace. Recuerdese que cada propo¬ 
sicion que contiene un termino de enlace es molecular. 


Ejercicio 1 

A. Sehalar cada proposicion atomica con una A y cada proposicion mole¬ 
cular con una M. Escribir junto a cada proposicion molecular eJ termino de 
enlace utilizado. 

1. La comida sera hoy a las tres en punto. 

2. El gran oso negro andaba perezosamente por el camino de abajo. 

3. La musica es muy suave o la puerta esta cerrada. 

4. A este perro grande le gusta cazar gatos. 
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5. £1 pregunta por su pipa y pregunta por su escudilla. 

6. Luis es un buen jugador o es muy afortunado. 

7. Si Luis es un buen jugador, entonces participara en el partido del 
colegio. 

8. California esta al oeste de Nevada y Nevada al oeste de Utah. 

9. Muchos estudiantes estudian Logica en el primer ano de carrera. 

10. Los gatitos no acostumbran a llevar mitones. 

11. Si los gatitos llevan mitones, entonces los gatos pueden llevar som¬ 
breros. 

12. Se puede encontrar a Juana en casa de Susana. 

13. A las focas no les crece el pelo. 

14. Si Marfa canta, entonces es feliz. 

15. Los alumnos mayores no estan en la lista antes que los jovenes. 

16. La asignatura preferida de Jaime es Matematicas. 

17. Si aquellas nubes se mueven en esa direccion, entonces tendremos 
lluvia. 

18. Si los deseos fueran caballos, entonces los mendigos cabalgarfan. 

19. Esta proposicion es atomica o es molecular. 

20. El sol calentaba y el agua estaba muy agradable. 

21. Si * = 0 entonces *+^=1. 

22. x+y> 2. 

23. x= 1 o y + z = 2. 

24. y = 2 y z = 10. 

B. Formar cuatro proposiciones moleculares utilizando una o dos de las 
proposiciones escritas a continuacion junto con un termino de enlace. Por 
ejemplo, se puede poner el termino de enlace «y» entre dos de ellas y 
tambien se puede utilizar la misma proposicion atomica mas de una vez. 
Utilfcese cada uno de los cuatro terminos de enlace una sola vez, de manera 
que cada una de las proposiciones moleculares tenga distinto termino de 
enlace. 

1. El viento sopla muy fuerte. 

2. Pablo podrfa ganar facilmente. 

3. La lluvia puede ser la causa de que abandone la carrera. 

4. Veremos que planes hay para rnahana. 

5. Todavfa tendrfamos tiempo de llegar a las siete. 

6. El amigo de Juan tiene razon. 

7. Estabamos confundidos respecto a la hora de la junta. 

C. Decir cuales son los terminos de enlace en las proposiciones siguientes. 
Decir cuantas proposiciones atomicas se encuentran en cada proposicion mole¬ 
cular. Recuerdese que «si..., entonces» es un solo termino de enlace. 
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1. Este no es mi dia feliz. 

2. Ha llegado el invierno y los dfas son mas cortos. 

3. Muchos germenes no son bacterias. 

4. Los anfibios se encuentran en el agua fresca o se encuentran en la 
tierra cerca de sitios humedos. 

5. Si hay fallas en las grandes masas rocosas, entonces es posible que 
ocurran terremotos. 

6. Este numero es mayor que dos o es igual a dos. 

7. Si es un numero positivo entonces es mayor que cero. 

8. Este chico es mi hermano y yo soy su hermana. 

9. Mi puntuacion es alta o recibire una calificacion baja. 

10. Si usted se da prisa entonces llegara a tiempo. 

11. Si x>0 entonces y = 2. 

12. Si at +y = 2 entonces z>0. 

13. * = 0 o y = 1. 

14. Si*=l o z = 2 entonces y> 1. 

15. Si z> 10 entonces x + z>10 y j> + z>10. 

16. x+y=y + x. 

D. Escribir primero cinco proposiciones atomicas y formar despues cinco 
proposiciones moleculares. 


• 1.3 La forma de las proposiciones moleculares 

Las reglas para el uso de los terminos de enlace son las mismas, cuales- 
quiera que sean las proposiciones atomicas que enlazan o en las que se han 
utilizado. En uno de los ejercicios anteriores se vio que era posible elegir 
una o dos proposiciones atomicas cualesquiera de un grupo y combinarlas 
con un termino de enlace. La forma de las proposiciones moleculares cons- 
truidas depende del termino de enlace seguido, no del contenido de la pro- 
posicion o proposiciones atomicas. Es decir, si en una proposicion molecular 
se sustituyen las proposiciones atomicas por otras proposiciones atomicas 
cualesquiera, la forma de la proposicion molecular se conserva. La misma 
manera de escribir el termino de enlace «si..., entonces...» lo indica. Los 
puntos suspensivos despues de «si» y los puntos suspensivos despues de 
«entonces» ocupan el lugar de las proposiciones. Para formar proposiciones 
moleculares utilizando este termino de enlace basta simplemente sustituir 
los puntos suspensivos por proposiciones atomicas cualesquiera. 

Podemos darnos cuenta facilmente de la forma de una proposicion 
molecular, no escribiendo las proposiciones atomicas de que consta y solo 
indicando el lugar que ocupan. Se puede representar la forma de una pro¬ 
posicion molecular utilizando el termino de enlace «y» de la manera si- 
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guiente 
o bien 


-y- 

( ) y ( ) 


Se pueden sustituir los espacios por cualquier proposition y la forma es la 
misma. Por ejemplo, eligiendo las proposiciones <<Es rojo» y «Es azul» y 
poniendolas en los espacios senalados, se tiene la proposition molecular 
«Es rojo y es azul». Se podrian haber escogido otras dos proposiciones ato- 
micas y formar, por ejemplo, la proposition «Yo soy alto y el es bajo». La 
forma permanece la misma. Se trata de una proposition molecular en la que 
se utiliza el termino de enlace «y». Otra manera de poner de manifesto 
la forma es encerrar entre parentesis las proposiciones atomicas, cuando se 
ha escrito la proposition molecular como en los ejemplos siguientes: 

(Es rojo) y (es azul). 

(Llueve) y (Pedro se ha mojado). 


Hemos dicho que se pueden llenar los espacios con proposiciones cuales- 
quiera, incluso sin limitarnos a proposiciones atomicas. Se pueden tambien 
utilizar proposiciones moleculares y la forma es la misma. Por ejemplo, se 
puede llenar el primer espacio con la proposition molecular «Juan no esta 
aqui», y el segundo espacio con la proposition molecular <<Andres no esta 
aqui». La proposition sera entonces 

Juan no esta aqui y Andres no esta aqui. 

De nuevo, la forma es la misma. El termino de enlace «y» enlaza dos pro¬ 
posiciones, pero en este caso son proposiciones moleculares. 

Tambien se podria utilizar una proposition molecular y una proposition 
atomica, como en: 

Juan no esta aqui y Luis esta aqui. 

Lo importante es que cualesquiera que sean las proposiciones con las que se 
llenen los espacios, la forma es la de una proposition molecular con el 
termino de enlace «y». 

Todo lo dicho es aplicable a los otros terminos de enlace. Podemos 
poner de manifiesto la forma de otros tipos de proposiciones moleculares de 
la manera siguiente: 

( ) o ( ). 

Si ( ) entonces ( ). 


Se pueden llenar los espacios con proposiciones cualesquiera, atomicas o mo- 
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leculares. A continuation se dan ejemplos, en algunos de los cuales se usan 
parentesis para mayor claridad. 

Maria esta aqui o Elena esta en casa. 

(Juan esta en la ciudad) o (Maria no esta en casa). 

Si 2 + 3 = * entonces * = 5. 

Si (v + 1 = 4) entonces (y = 3). 

Si (Jose no es infiel) entonces (Juan es fiel). 

Algunas veces, en Castellano se utiliza una sola palabra para un termino de 
enlace particular, pero otras veces se usan dos o mas. Por ejemplo, se puede 
utilizar la unica palabra «o» como termino de enlace como en: 

Es muy pesado o es hueco, 

o se puede escribir la misma frase anadiendo la palabra «o» al principio 
como una parte del termino de enlace: 

O es muy pesado o es hueco. 

Las dos palabras «o» son partes del mismo termino de enlace. En las pro¬ 
positions en castellano algunas veces se utiliza «o»-«o» y otras solo «o». 
Cuando se hable del termino de enlace «o» se sobreentendera que puede 
incluir tambien una «0» initial, si se desea utilizar. La forma para el termino 
de enlace «o» puede ser, por tanto: 

O ( ) o ( ). 

Los ejemplos que siguen son de esta forma: 

O Juan esta aqui o no llueve. 

O (Maria no esta aqui) o (Susana no esta aqui). 

O x+y = 6 y y = 2,ox = 0. 

O (x+y = 7 y y?* 2) o (*>0). 

En algunos casos, al utilizar el termino de enlace «y» pueden incluirse las 
palabras «A la vez». Por ejemplo, se puede decir: 

A la vez llueve y sale el sol. 


Las palabras «a la vez» e «y» son partes de un mismo termino de enlace. 
En general solo se utiliza «y», pero ocasionalmente tambien «a la vez». 
Siempre nos referiremos al termino de enlace «y», pero podra presentarse 
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en la forma: 
Por ejemplo, 


A la vez ( ) y ( ). 

A la vez (*>0) y (v^O). 
A la vez x^y y y^z. 


En muchos casos en que se utiliza el termino de enlace «si..., entonces...» se 
incluyen ambas palabras, sin embargo, frecuentemente nos encontramos que 
se suprime la palabra «entonces». Por ejemplo: 


Si es Felipe, es lento. 


Proposiciones de esta clase estan formadas por el termino de enlace «si..., 
entonces...» y son de la forma: 


Si ( ), ( ). 


Ejemplos de esta forma son: 

Si x+y = 2 y y = 0, x = 2. 

Si {x+y=l y x = 6), (y= 1). 

Si Maria quiere a Juan, Juan quiere a Maria. 

La palabra «no», en castellano, se encuentra muy frecuentemente dentro de 
las proposiciones atomicas. Por este motivo es facil olvidarla. Pero una pro¬ 
position tal como: 

La logica no es dificil. 


es una proposicion molecular puesto que contiene el «no». Es posible escribir 
este termino de enlace utilizando la frase «no ocurre que». La proposicion 
se leeria entonces: 

No ocurre que la logica sea dificil. 

Entonces es posible presentar la forma de una proposicion molecular utili¬ 
zando el termino de enlace «no» del siguiente modo: 


o mas brevemente: 


No ocurre que ( ), 

no ( ). 


Ejemplos de esta forma son: 


No ocurre que (* = 0). 
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No ocurre que (*+^>2). 

No (* = 2+1). 

No (7>*+y). 

Evidentemente, el uso de «No ( )» es infrecuente en el lenguaje caste- 

llano, pero se vera mas tarde que es de utilidad su uso en los contextos 
matematicos. 

En las proposiciones matematicas en las que se utiliza el signo igual = , 
se indica con frecuencia la negacion con un trazo inclinado sobre el signo 
igual: 5^. Asf, «*^ 1» se lee «x no es igual a 1». 

En ninguna de las dos proposiciones «xt £ \» y «Juan no esta aquf», se 
puede utilizar el parentesis para mostrar la forma de la proposicion molecu¬ 
lar, porque el termino de enlace «no» aparece dentro de la proposicion ato- 
mica. 


Ejercicio 2 

A. Utilizar el parentesis para poner de manifiesto la forma de las siguientes 
proposiciones moleculares. 

1. Juan esta aquf y Marfa ha salido. 

2. Si *+1 = 10 entonces* = 9. 

3. O Marfa no esta aquf o Juan se ha ido. 

4. Si *=1 o y — 2 entonces z = 3. 

5. Si *5*^1 y x+y = 2 entonces y — 2. 

6. Si Pedro esta en casa o Juan esta en el patio, entonces Jose es 
inocente. 

7. y = 0 y * = 0. 

8. 0^ = 0 y *5^0 o z = 2. 

9. No ocurre que 6=7. 

10. No ocurre que si * + 0=10 entonces * = 5. 

B. Escribir en lenguaje corriente proposiciones de las formas siguientes. 
Suprimir los parentesis al escribir las proposiciones. 

1. O ( ) o ( ). 

2. ( ) o ( ). 

3. A la vez ( ) y ( ). 

4. ( ) y ( ). 

5. No ( ). 

6. Si ( ) entonces ( ). 

7- Si ( ), ( ). 

8. Si no ( ) entonces no ( ). 

9. No ocurre que ( ). 
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• l A Simbolizacion de proposiciones 

Generalmente se cree que las proposiciones atomicas son proposiciones cor- 
tas, pero tambien algunas de las proposiciones atomicas del lenguaje corriente 
son largas, resultando por ello pesadas y de dificil manejo. En Logica se 
afronta este problema utilizando simbolos en lugar de las proposiciones com- 
pletas. 

Los simbolos que usaremos en logica para representar proposiciones, son 
letras mayusculas tales como «P», «Q», «R», «S», «A» ? y «B». Por 
ejemplo, sea: 

P = «La nieve es profunda». 

Q = «E1 tiempo es frio». 

Consideremos ahora la proposicion «La nieve es profunda y el tiempo es 
frio». Primero escribiremos la forma logica de la proposicion haciendo use 
de los parentesis: 

(La nieve es profunda ) y (el tiempo es frio). 

Utilizando « P » y « Q» queda simbolizada la proposicion de la manera si- 
guiente 

(P) y (Q). 

Supongamos ahora que se desea simbolizar una proposicion molecular 
que utiliza el termino de enlace «o», y se considera la proposicion «Se puede 
elegir sopa o se puede elegir ensalada». La simbolizaremos de la manera 
siguiente: 

Sea 

R = «Se puede elegir sopa» 

S = «Se puede elegir ensalada». 

y la proposicion quedara simbolizada por 

(R)o(S). 

A1 simbolizar una proposicion que contiene el termino de enlace «no», 
la palabra «no» se pone delante del simbolo que sustituye a la proposicion 
atomica, aunque ordinariamente en castellano la palabra «no» se encuentre 
dentro de la proposicion atomica sobre la que actua. El termino de enlace, 
sin embargo, no es una parte de la proposicion atomica y, por tanto, la 
palabra «no», debe separarse de la proposicion atomica. Por ejemplo, sim¬ 
bolizaremos la proposicion «Los patos no son animales de cuatro patas» de 
la siguiente manera: 
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Sea 

Q=«Los patos son animales de cuatro patas», 
la proposicion molecular sera entonces 

No (Q). 

El ultimo simbolo sustituye solo a la proposicion atomica y no incluye el 
termino de enlace. 

Se vera mas adelante que si se utilizan simbolos para las proposiciones 
atomicas es mas facil trabajar con las proposiciones moleculares, que pueden 
resultar muy largas y complicadas. 

Los ejercicios que se dan a continuacion pueden servir para adquirir 
practica en la simbolizacion de proposiciones. 

Ejercicio 3 

A. Simbolizar las proposiciones moleculares siguientes sustituyendo las pro¬ 
posiciones atomicas por letras mayusculas. 

1. Necesito ponerme las gafas o esta luz es debil. 

Sea 

G = «Necesito ponerme las gafas» 

L = «Esta luz es debil», 

entonces la proposicion queda simbolizada en la forma 

(G) ° (L). 

2. Los patitos no se transforman en cisnes. 

3. Daba tres pasos hacia la derecha y entonces iba dos pasos hacia 
adelante. 

4. Estos problemas no son faciles para mi. 

3. Si suena el timbre, entonces es hora de empezar la clase. 

6. Si la clase de Quimica ya ha empezado entonces llego tarde. 

7. Una parte de la Luna no se ve desde la Tierra. 

8. O Antonio ira al teatro o ira al cine. 

9. Las rosas son rojas y las violetas son azules. 

10. Si Brasil esta en Sudamerica entonces esta en el hemisferio Sur. 

B. Traducir al lenguaje corriente las proposiciones siguientes en otras que 
tengan la misma forma. (Utilizar el mismo termino de enlace y sustituir las 
letras con proposiciones atomicas.) Especificar cual es la proposicion atomica 
representada por cada una de las letras. 
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1. Si (P) , entonces (Q) 

2. (R) o (S) 

3. (P) y (Q) 

4. No (E) 

3. Si(S), entonces (B) 


6. No (P) 

7- (R) y (T) 

8. (S) o (Q) 

9. No (T) 

10. Si (R), entonces (S). 


C. Cada una de las proposiciones siguientes es molecular. Primero indicar 
cuales son el termino o terminos de enlace de cada proposition. Despues 
escribir separadamente las proposiciones atomicas que se encuentran en cada 
una de las proposiciones moleculares. 


1. Juan es el segundo y Tomas es el cuarto. 

2. O Jaime es el ganador o Luis es el ganador. 

3. Jose no es el ganador. 

4. Si Tomas es el ganador entonces el tendra la medalla. 

3. Si Tomas no es el ganador entonces debe colocarse en segundo 
lugar. 

6. Los Alpes son montanas jovenes y los Appalaches son montanas 
viejas. 

7. Las aranas no son insectos. 

8. Si las aranas son insectos entonces han de tener seis patas. 

9. Si un material se calienta entonces se dilata. 

10. Muchos planetas son o demasiado calidos para que vivan seres como 
nosotros o demasiado frios para que vivan seres como nosotros. 


D. Simbolizar las proposiciones matematicas siguientes sustituyendo las pro¬ 
posiciones atomicas por letras mayusculas. Recuerdese que ^ es la nega¬ 
tion de =. 


1. Si x=y entonces x = 2. 

2. Si x?*2 entonces y> 1. 

3. Si xj^2 o x^3 entonces x=l. 

4. Si x+y = 3 entonces y + x = 3. 

3. Si x—y = 2 entonces y—x?* 2. 

6. x +y = 2 y y= 1. 

7. x +y + z = 2 o *+y= 10. 

8. Si x-Ay y yj^z entonces x>z. 

9. Si x+y>z y z= 1 entonces *+y> 1. 
10. Si x?*y, entonces x^ 1 y x^2. 


• 1.3 Los terminos de enlace y sus simbolos 

Ahora que ya sabemos simbolizar proposiciones atomicas, el trabajar con 
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proposiciones moleculares resulta mucho mas facil. Pero tambien se pueden 
utilizar sfmbolos para los mismos terminos de enlace. Se considerara cada 
termino de enlace por separado y se le asignara un simbolo. Tambien se 
dara un nombre a la proposicion molecular que se forme utilizando cada 
uno de los terminos de enlace. Estos terminos de enlace son tan importantes 
que se estudiaran por separado en las secciones siguientes, revisando algunas 
de las cuestiones ya analizadas. 

Y. La union de dos proposiciones con la palabra «y», se denomina 
conjuncion de las dos proposiciones. Un ejemplo de una conjuncion es esta 
proposicion: 

Sus ojos son azules y los ojos de su hermano tambien son azules. 

Sea P la proposicion atomica «Sus ojos son azules» y sea Q la proposicion 
atomica «Los ojos de su hermano tambien son azules». Entonces se puede 
simbolizar la proposicion molecular, que es una conjuncion, por 

(P)y(Q). 

Una conjuncion es un tipo de proposicion molecular. La proposicion molecu¬ 
lar es la conjuncion de la proposicion atomica P y la proposicion atomica Q. 
Es tambien util introducir un simbolo para «y». Nosotros usaremos el simbolo 
que se encuentra en la mayoria de las maquinas de escribir: 

&. 

Utilizando este simbolo, se puede escribir la conjuncion de dos proposiciones 
P y Q de la forma: 

(P)&-(Q). 

Recuerdese que el simbolo & sustituye al termino de enlace completo tanto 
si se refiere a «y» como si es «a la vez... y...» en lengua castellana. 


Ejercicio 4 

A. Simbolizar las proposiciones siguientes, completamente, utilizando el sim¬ 
bolo logico correspondiente para los terminos de enlace. Indicar la proposi¬ 
cion atomica que corresponde a cada letra. 

1. Juan vive en nuestra calle y Pedro en la manzana contigua. 

2. Los discos antiguos de Jose son buenos pero los modernos son to- 
davia mejores. 
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3. Metio la nariz y ya saco tajada. 

4. El sol desaparece detras de las nubes y en seguida empieza a re- 
frescar. 

5. El reactor se elevaba a nuestra vista y dejaba tras si una fina estela 
blanca. 

6. Juana tiene trece anos y Rosa quince. 

7. Jorge es alto y Andy es bajo. 

8. La estrella de mar es un equinodermo y los erizos de mar son tam- 
bien equinodermos. 

9. Hoy es dia treinta y manana sera primero. 

10. El juego ha empezado y llegaremos tarde. 

B. Terminar la simbolizacion de las proposiciones que siguen sustituyendo 
el termino de enlace por el correspondiente simbolo logico. 

1. (P) y (Q) 4. A la vez (T) y (G) 

2. A la vez (A) y (B) 5. (S) y (Q) 

3- (H) y (K) 


C. Traducir al lenguaje corriente las poposiciones siguientes. Es decir, se 
han de sustituir las letras por proposiciones en lengua castellana y el sim¬ 
bolo logico por el termino de enlace correspondiente. 


1. (P) & (Q) 

2. (R) & (S) 

3. (T) & (C) 


4. (B) & (H) 
3. (Q) & (P) 


D. En las proposiciones matematicas siguientes, simbolizar solo el termino 
de enlace «y». 

1. * = 0 y y — 4. 

2. X 5*0 y x+y = 2. 

3. x —x = 0 y* + 0 = *. 

4 . x +y=y + x y x + (y + z)= U + y) + z. 

O La union de dos proposiciones por medio de la palabra «o» se deno- 
mina disjuncion de las dos proposiciones. Por ejemplo: 

£sta es el aula cuatro o es una aula de Fisica, 

es la disjuncion de dos proposiciones. Una disjuncion es una proposicion 
molecular formada por el termino de enlace «o». La proposicion antes escrita 
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puede parecer un poco rara. Probablemente esto es debido a que en el len- 
guaje corriente se incluye la palabra «o» inicial junto con la palabra «o» 
central. Por ejemplo, se podria leer la proposicion molecular considerada 
en la forma: 


O esta es el aula cuatro o es una aula de Fisica. 

En ambos casos, las dos proposiciones atomicas son las mismas; pri- 
mero, la proposicion «£sta es el aula cuatro», y segundo «£sta es una aula 
de Fisica». Es decir, no debe incurrirse en el error de incluir la «o» inicial 
como parte de la primera proposicion. Se trata de una parte del termino 
de enlace. 

El simbolo que utilizaremos para la disjuncion es: V. 

En el ejemplo precedente, si F es la proposicion «£sta es el aula cuatro» y 
R es la proposicion «£sta es una aula de Fisica», entonces la disjuncion 
queda completamente simbolizada por: 

(F) V (R). 

Leeremos esta proposicion diciendo (F) o(R), y algunas veces tambien 
o (F) o (R). Recuerdese que el simbolo V representa el termino de enlace 
completo, tanto si en la lectura o escritura de la proposicion se emplea solo 
«o» o bien «o..., o...». 


Ejercicio 5 

A. Simbolizar completamente las proposiciones siguientes, utilizando el sim¬ 
bolo que corresponde a cada termino de enlace. Indicar la proposicion ato- 
mica sustituida por cada letra. 

1. El area del triangulo ABC es igual al area del triangulo DEF, o el 
area del triangulo ABC es menor que el area del triangulo DEF. 

2. Tomara parte en el salto de altura o correra media milla. 

3. O tomara parte en la representation o ayudara en el vestuario. 

4. O el bote cruzo la barra o se lo tragaron las olas. 

5. Hemos de llegar alii antes, u otro recibira el empleo. 

6. O la aguja esta gastada o la grabacion es mala. 

7. O Juan sera reelegido o destinado para un puesto nuevo. 

8. Se puede dar el vector por medio de dos componentes, o estamos 
en tres dimensiones. 
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9. Peces CQn pulmones pueden tomar el oxigeno del aire o pueden 
tomar el oxigeno del agua. 

10. O una anemona es un animal o es una planta. 

B. Acabar de simbolizar las proposiciones siguientes sustituyendo el ter- 
mino de enlace por su signo correspondiente. 

1. (P) o (Q) 4. (T) O (E) 

2. O (P) o (Q) 5. O (P) o(N) 

3. O (R) o (S) 

C. Traducir al lenguaje corriente las proposiciones siguientes en otras de la 
misma forma: 

1. (P) V (Q) 4. (R) V (Q) 

2. (R) V (S) 5. (A) V (E) 

3. (G) V (H) 

D. Simbolizar las proposiciones matematicas siguientes utilizando los sim- 
bolos & y v > P ero conservando los simbolos matematicos. 

1. O x = 0 o at > 0. 

2. x9^0 y y^O. 

3. O x> 1 o x~\~y = 0. 

4. O y — x o y^x. 

5. y + x>y + x + z o z = 0. 

6. y + z = z+y y 0 + * = *. 

E. Simbolizar las proposiciones matematicas siguientes utilizando & y V , 
pero conservando los simbolos matematicos y los parentesis. 

1. O (*+y = 0 y z> 0) o z = 0. 

2. * = 0 y (y + z>x o z = 0). 

3. O x?^0 o (* = 0 y y>0). 

4. O (x=y y z = w)o (, x <y y z = 0). 

No. Cuando a una proposicion se le anade el termino de enlace «no», el 
resultado se denomina la negation de la proposicion. Asi, una negacion es 
una proposicion molecular que utiliza el termino de enlace «no». El termino 
de enlace «no» es analogo a los otros terminos de enlace, puesto que forma 
proposiciones moleculares a partir de proposiciones atomicas. Pero es dis- 
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tinto de los otros terminos de enlace pues se usa con una sola proposicion. 
La palabra «no» en el lenguaje corriente se acostumbra a encontrar dentro 
de la proposicion. Sin embargo, en Logica, nos acostumbraremos a considerar 
el termino de enlace separado de la proposicion sobre la que actua. Esto es 
necesario para poder representar la negacion por un simbolo logico. 

Un ejemplo de negacion es la proposicion: 

Las elecciones presidenciales no siempre terminan con armonia. 

A pesar de que parece una proposicion atomica por contener una sola 
proposicion, no lo es. Es la negacion de la proposicion atomica: 

Las elecciones presidenciales sismpre terminan con armonia. 

En Logica la adicion del termino de enlace «no» a una proposicion atomica 
da lugar a una proposicion molecular. Como en el lenguaje corriente se 
acostumbra a hacer la negacion colocando la palabra «no» dentro de la 
proposicion atomica, es facil cometer el error de olvidar la colocacion de «no» 
delante de la letra mayuscula elegida para simbolizar la proposicion atomica. 
La forma correcta de simbolizar la proposicion, «Las elecciones presidenciales 
no siempre terminan con armoma» seria la siguiente: 

Sea 

P = «Las elecciones presidenciales siempre terminan en armonia» 
entonces la proposicion se indica como sigue: 

No (P). 

Para simbolizar completamente la proposicion, emplearemos un simbolo 
para la negacion: 


La proposicion del ejemplo anterior, totalmente simbolizada, sera: 

-h(P). 

A veces es mas facil traducir estas proposiciones al castellano empezando 
con la frase «No ocurre que», por lo que se puede considerar el simbolo 1 
como equivalente a «no ocurre que». Por ejemplo, para traducir al castellano 
la proposicion — >(P) sobre elecciones presidenciales, se puede decir: «No 
siempre ocurre que las elecciones presidenciales terminen con armonia». 


Suppes-Hill-2 
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Los terminos de enlace se pueden utilizar con una o mas proposiciones 
moleculares, de la misma manera que con las atomicas. Por ejemplo, en la 
forma «Si ( ) entonces ( )», se pueden llenar los espacios vacios con 

proposiciones atomicas o con proposiciones moleculares. Las negaciones se 
combinan frecuentemente con otras proposiciones para formar una propo¬ 
sicion molecular mas larga. Por ejemplo, 

Si un numero es mayor que 0, entonces no es un numero negativo 

h 

es una proposicion molecular de la forma «si..., entonces...» en la que el 
termino de enlace une una proposicion atomica y una negacion. La forma, 
«0 ( ) o ( )» puede incluir negaciones como en la siguiente disjun- 

cion: 


O el juego no ha empezado o el publico no es numero:>u. 

Aqui se tiene una disjuncion de dos proposiciones moleculares, ambas nega¬ 
ciones. Se simboliza esta proposicion de la misma manera que se simbolizan 
otras proposiciones moleculares. En primer lugar, su forma logica se puede 
presentar con mayor claridad poniendo parentesis en la proposicion escrita: 

(O el juego no ha empezado) o (el publico no es numeroso). 

Elegida una letra mayuscula para cada proposicion atomica se expresa su 
negacion poniendo el simbolo — i delante de la letra. Despues, se enlazan 
las dos proposiciones moleculares por el termino de enlace dominante, que 
en este caso es el termino de enlace «o». La proposicion completamente sim- 
bolizada se presenta en la forma 


( iS) v (—iC). 


Ejercicio 6 

A. Simbolizar completamente las proposiciones siguientes, utilizando los 
simbolos correspondientes a cada termino de enlace. Indicar las proposiciones 
atomicas sustituidas por cada letra mayuscula. 

1. En el hemisferio Sur, Julio no es un mes de verano. 

2. Los tubos de neon no son incandescentes. 

3. No ocurre que a todos los ingresos les correspondan impuestos pro- 
porcionales. 



' 


SIMBOLIZACION DE PROPOSICIONES 19 

v- 

(4. Marte no esta tan cercano al Sol como la Tierra. 

(\ ) 5. Texas no es el mayor estado en los Estados Unidos. 

6. No ocurre que todos los liquidos hiervan a la misma temperatura. 

7. John Quincy Adams no fue el segundo Presidente de los Estados 
Unidos. 

8. No todos los germenes son bacterias. 

9. No ocurre que la ortiga de mar sea una planta. 

10. Luisa no es una persona alta. 

B. Simbolizar las proposiciones siguientes utilizando el simbolo correspon- 
diente para cada termino de enlace. 

1. NoX>curre que (R) 4. No ocurre que (T) 

2. No(Q) 5. No (J) 

3. No (H) 

C. En las proposiciones siguientes se utiliza mas de un termino de enlace. 
Simbolizar completamente las proposiciones sustituyendo los terminos de 
enlace por los simbolos correspondientes. 

1. (P) y no (Q) 4. O no (P) o no(Q) 

2. No (R) y no (M) 3. (T) y no (R) 

3. (S) o no (B) 

D. Primero senalar cada termino de enlace en las proposiciones que siguen. 
Despues, simbolizar la proposicion entera sustituyendo P= «Jaime es pun- 
tual» y Q=«Tom llega tarde» en las cinco proposiciones. 


1. O Jaime es puntual o Tom llega tarde. 

2. O Jaime no es puntual o Tom llega tarde. 

3. Tom llega tarde y Jaime no es puntual. 

4. Tom no llega tarde y Jaime no es puntual. 

5. Jaime no es puntual y Tom llega tarde. 


E. Identificar cada una de las proposiciones moleculares siguientes escri- 
biendo la palabra que denota su forma (por ejemplo, «negacion», «con- 
juncion», «disjuncion»). 


1. -»(Q) 

2. (P) & (Q) 

3. -.(R) 

4. (R) V (S) 

5. (R) & (S) 


6 . ~i(T) 

7. (P) V (Q) 

8. (R) & (T) 

9. -i(S) 

10. (T) V (Q) 
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F. Examinar las proposiciones siguientes y senalar cada termino de enlace 
que se encuentre en ellas. 

1. No es mediodfa y el almuerzo no esta listo. 

2. Si no estamos alii, entonces perderemos nuestro voto. 

3. Si dos numeros no son iguales, entonces uno es mayor que el otro. 

4. Marfa se ha ido o no esta en su sitio. 

5. Si es negro, entonces no reflejara la luz. 

6. *>0 o * = 0. 

7. Si x+y = z, entonces y-\-x = z. 

8. Si *+y = 0 y *>0, entonces _y<0. 

9. Si*+y = 0 y * = 0, entonces y = 0. 

io. O *=0 o *7^0. 

Si..., entonces _ Cuando se unen dos proposiciones mediante las palabras 

«si..., entonces.la proposicion molecular resultante se denomina una 
proposicion condicional. Ya se dijo que la manera de escribir el termino de 
enlace «si..., entonces...» da idea de la forma de la proposicion condicional. 
En vez de los puntos se puede poner cualquier proposicion. La palabra «si» 
precede a la primera proposicion y la palabra «entonces» precede a la se- 
gunda proposicion. 

Un ejemplo de una proposicion condicional es: 

Si llueve hoy, entonces se suspende el picnic. 

La primera proposicion atomica es «Llueve hoy» y la segunda proposicion 
atomica es «Se suspende el picnic». Para poder simbolizar completamente 
esta proposicion condicional emplearemos el sfmbolo siguiente para el ter¬ 
mino de enlace: 


Ahora ya podemos simbolizar la proposicion considerada de la manera si¬ 
guiente. Primero se escogen letras mayusculas para las proposiciones atomi- 
cas: Sea 


P=«Hoy llueve» 

Q = «Se suspende el picnic», 

y entonces se sustituye el termino de enlace por el sfmbolo: 


(P) - (Q). 
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Hay algunas denominaciones que se introducen en Logica para las 
partes de una proposition condicional. La proposition situada entre la pala- 
bra «si» y la palabra «entonces» es el antecedente. La proposition que sigue 
a la palabra «entonces» es el consecuente. Estos terminos se utilizaran con 
frecuencia cuando se trabaje con proposiciones condicionales. 

Ejercicio 7 

A. Simbolizar las proposiciones siguientes, utilizando los simbolos corres- 
pondientes para los terminos de enlace. Senalar la proposition atomica re- 
presentada por cada letra mayuscula. 

1. Si hace suficiente frfo, entonces el lago se helara. 

2. Si las luces estan encendidas, entonces la familia Alvarez esta en 
casa. 

3. Si dos pulsaciones se atraviesan, continuan conservando la forma 
original. 

4. Si pierde usted el autobus, entonces tendra que andar. 

5. Si usted se dirige hacia el norte, entonces llegara a Canada ma- 
nana. 

6. Si es un acido, entonces contiene el elemento hidrogeno. 

7. Si dos y tres son cinco, entonces tres y dos son cinco. 

8. Si x es igual a dos, entonces x mas uno es igual a tres. 

9. Si hoy es siete, entonces el viernes es nueve. 

10. Si su production crece, entonces Juan podra estabilizar el precio. 

B. Examinar las proposiciones condicionales siguientes y senalar en cada 
una el antecedente. 

1. Si Juana es mas joven entonces Antonia es mas vieja. 

2. Si Antonia es mas vieja entonces Luisa es mas joven. 

3. Si Juana es mas joven entonces Rosa es mas vieja. 

4. Si Rosa es mas vieja entonces tiene sesenta anos. 

5. Si Rosa tiene sesenta anos entonces Luisa tiene sesenta anos. 

C. Examinar las proposiciones condicionales siguientes y senalar en cada 
una el consecuente. 

1. Si Pedro es el segundo entonces Juan es el tercero. 

2. Si Juan es el tercero entonces precede a Luis. 

3. Si Luis es el cuarto entonces Carlos es el quinto. 

4. Si Pedro es el segundo entonces esta despues de Marcos. 

5. Si Pedro esta despiles de Marcos entonces Marcos es el primero. 
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D. Simbolizar completamente las proposiciones siguientes, sustituyendo los 
terminos de enlace por los correspondientes simbolos logicos. 

1. Si (P) entonces (R) 4. Si (P) entonces no (S) 

2. Si (S) entonces (T) 5. Si no (S) entonces no (T) 

3. Si (Q) entonces (p) 

E. Identificar las proposiciones condicionales de entre las proposiciones 
que siguen, poniendo una C despues de cada proposicion de esta forma. 


6. (T) -> (S) 

7. (R) V (P) 

8. (R) -+ (P) 

9. (Q) - (S) 

10. (R) & (T) 

• 1.6 Agrupamiento y parentesis 


1. (P) V -i(Q) 

2. (P) - ~.(Q) 

3. (R) - (S) 

4. (T) & (S) 

5. (T) & -i(S) 


Hemos visto que es frecuente encontrar proposiciones que tienen mas de 
un termino de enlace. Los terminos de enlace pueden unir o pueden ser 
usados con proposiciones moleculares de la misma forma que con las propo¬ 
siciones atomicas. En todos estos casos uno de los terminos de enlace es el 
mayor. Por esto se le denominara dominante porque es el que actua sobre 
toda la proposicion. 

Recuerdese que uno de los tipos de proposicion molecular era de la 
forma: 

( ) & ( )• 


£sta es una conjuncion y los espacios se pueden llenar ya sea con proposicio¬ 
nes atomicas o moleculares. Pero, si se utilizan proposiciones moleculares, 
estas a su vez contienen otros terminos de enlace; sin embargo, la & se 
mantiene como termino de enlace dominante o mayor. Sea, por ejem- 
plo, la conjuncion de dos negaciones, como en la proposicion: 

Antonio no estudia en la Universidad y Ana no estudia 
en la Universidad. 


Si se designa por T la proposicion «Antonio estudia en la Universidad» y 

por A la proposicion «Ana estudia en la Universidad», las proposiciones que 

se colocarian en los parentesis de la forma anterior, serian — iT y — iA, y se 

obtendria. , , 

(-iT) & (-.A). 
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Considerese una conjuncion cuyo primer miembro sea a su vez una dis¬ 
juncion y cuyo segundo miembro sea una proposicion atomica. El termino 
de enlace «y» enlazara una proposicion molecular formada utilizando «o» 
con una proposicion atomica. 

A la vez, *= 1 o * = 2, y y = 3. 

Sea P = ‘*=l’, Q = ‘* = 2 > , y R = = 3’; entonces la disjuncion es 

(P) V (Q) y la proposicion atomica es R. Si estas proposiciones se colocan 
en los espacios correspondientes de una conjuncion, el resultado es: 

( (P) V (Q) ) & (R). 


Esta proposicion con tantos parentesis es diffcil de leer. Para mayor facilidad 
se adopta el siguiente convenio: una proposicion que no contenga &, V , 
ni —>, no necesita colocarse entre parentesis. En consecuencia, en la propo¬ 
sicion anterior se pueden suprimir los parentesis que encierran la « P» y la 
«Q», resultando la forma simbolica siguiente: 


(P V Q) & (R). 


y puesto que «R» tampoco contiene ni &, ni V, ni —>, la proposicion se 
reduce a: 


(P V Q) & R. 


Se puede ver rapidamente que se trata de una conjuncion. El termino de en¬ 
lace «y», une dos proposiciones. Una es la proposicion atomica R; la otra 
es una proposicion molecular, la disjuncion, P V Q. 

Los parentesis son los sfmbolos de puntuacion de la logica. Muestran 
como esta agrupada una proposicion y, por tanto, senalan cual es el termino 
de enlace dominante. Un parentesis que encierre P V Q, muestra que las 
partes estan ligadas constituyendo una proposicion unica. La proposicion 
molecular se puede unir a alguna otra por medio de un termino de enlace, 
de manera analoga a como se unirfa una proposicion atomica. 

Observese que en las proposiciones en lengua castellana simbolizadas 
anteriormente, se logra el mismo objetivo por medio de la coma. Pero, 
supongase que la proposicion se leyera 


*=l,o x — 1 y y = 3. 
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En este caso la coma expresa que el termino de enlace dominante es «o». 
Como la forma de la disjuncion es 

( ) V ( ) 

se llenaran los espacios con una proposicion atomica y una conjuncion: 

(P) V (Q & R). 

b 

Observese que prescindiendo de los parentesis, las dos proposiciones simbo- 
lizadas se presentarian igual. Por las razones dadas anteriormente no es ne- 
cesario el parentesis que encierra la proposicion atomica; por tanto, la pro¬ 
posicion *en la forma final es 


P V (Q & R). 

Cuando se simbolizan proposiciones en lengua castellana, se precisa al- 
guna manera de destacar el termino de enlace dominante en la proposicion. 
Asf como en Logica el parentesis senala siempre de manera muy clara cual 
es el termino de enlace dominante, en las proposiciones escritas en castellano 
no siempre es tan claro, pues existen diversos metodos para indicar la domi- 
nancia. Un metodo, segun se ha visto es el uso de las comas. 

El metodo mas claro de poner de manifiesto la dominancia de un ter¬ 
mino de enlace es usar el termino en la forma gramatical mas completa, 
ordinariamente compuesto de dos partes, una de las cuales se escribe al prin- 
cipio de la proposicion molecular: 

A la vez ( ) y ( ). 

O ( ) o ( ). 

Si ( ) entonces ( ). 

Por ejemplo, considerese la proposicion: 

(1) O el esta equivocado y yo tengo razon, o quedare 

sorprendido. 

Poniendo los parentesis se tiene: 

O (el esta equivocado y yo tengo razon) o (quedare 
sorprendido). 

Los parentesis senalan claramente que las palabras «0» y «o» envuelven 
la' conjuncion «el esta equivocado y yo tengo razon» que es precisamente 
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una parte de toda la disjuncion. Asi la proposition (1) se puede simbolizar: 

(2) (W & R) V S. 


Por otra parte, si el parentesis se coloca de manera que la & quede fuera, 
entonces esta dominara y la proposition completa se transforma en una con- 
juncion, 

(3) W & (R V S). 

La expresion en castellano seria: 

(4) El esta equivocado, y o yo tengo razon o quedare 
sorprendido. 

Observese la diferente colocation de la palabra «o» en las dos proposiciones 

(1) y (4). Si «o» se presenta antes de la disjuncion domina como en (1) y 

(2) ; si se presenta despues de la disjuncion no domina como en (3) y (4). 

Es posible introducir el «a la vez» acompanado al «y». Poniendo pa¬ 
rentesis con el fin de que se vea la forma claramente, la proposition (1) seria: 

(5) O (a la vez el esta equivocado y yo tengo razon) o 
(quedare sorprendido); 

es decir, es claramente una disjuncion simbolizada por la formula (2). La 
proposition (4) con parentesis seria: 

(6) A la vez (el esta equivocado) y (o yo tengo razon o 
quedare sorprendido), 

que es manifiestamente una proposition simbolizada por la formula (3). 

El escribir reiteradamente el «a la vez» y el «o» iniciales, da lugar a un 
lenguaje poco elegante, por lo que no se suelen incluir, pero sin duda se 
pierde en claridad logica. Cuando se utilizan estos terminos, la primera pala¬ 
bra de la proposition indica ya el tipo de proposition logica de que se trata: 
«a la vez» indica que es una con juncion formada con «a la vez... y...» como 
dominante, «o» indica que es una disjuncion formada con «o...o...» como do- 
minante, y «si» indica que es una condicional formada con «si..., enton¬ 
ces...» como dominante. Para que la frase en castellano suene mejor se 
suprimen a veces las palabras «o», «a la vez» y «entonces» y la proposition 
puede seguir teniendo el mismo significado. Sin embargo, desgraciadamente 
se suprimen tambien alguna§ veces que son necesarias, siendo entonces im- 



26 


PRIMER CURSO DE L6GICA MATEMATICA 


posible decidir cual es el verdadero significado de la proposition. Asf resul¬ 
tan casos ambiguos como: 

(7) £1 esta equivocado y yo tengo razon o quedare sor- 

prendido. 

No se puede asegurar si (7) es una conjuncion o una disjuncion. 


Ejercicio 8 

Copiar las proposiciones (1), (4), (5), (6) y (7), e intentar en cada una 
de ellas poner los parentesis en distintos sitios. No se puede hacer en (1), 
(4), (5) y (6), pero se puede hacer en (7). Lo que indica que (1), (4), (5) 
y (6) son claras con un solo significado, mientras que (7) es ambigua por 
tener mas de un significado posible. 

Cuando se tienen que traducir proposiciones matematicas en sfmbolos 
logicos, se pueden utilizar los mismos metodos. Por ejemplo, comparense 
las proposiciones (8) y (9). 

(8) A la vez x es mayor que 1 o x es menor que 1 y x 
es menor que 0. 

(9) x es mayor que 1 o a la vez x es menor que 1 y x 
es menor que 0. 

Ambas proposiciones se pueden simbolizar poniendo: 

P = «x es mayor que 1» 

Q — «x es menor que 1» 

R = «x es menor que 0». 

Sin embargo, (8) se simboliza 

(10) (P V Q) & R 
y (9) se simboliza 

P V (Q & R). 

Pongase parentesis en las proposiciones en lenguaje corriente. si son nece- 
sarios, para que la forma resulte clara. Observese una vez mas que los 
parentesis encierran la proposition molecular que no tiene el termino de 
enlace dominante. El termino de enlace dominante queda fuera del paren¬ 
tesis. 
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El uso cuidadoso y exacto de los parentesis en Logica es muy impor- 
tante, pues la proposition (P V Q) & R es distinta de la proposition 
P V (Q & R).Los parentesis se requieren para indicar cual es el termino de 
enlace dominante en cada proposition. 


Ejercicio 9 

A. Cada una de las proposiciones simbolizadas siguientes es una conjun¬ 
cion, por lo que el termino de enlace mayor o dominante es «y». Poner los 
parentesis adecuadamente para indicar que «y» es dominante. 

1. PVQ&S 4. PVR&Q 

2. QVR&S 5. R&PVT 

3. Q & R V T 


B. Cada una de las proposiciones siguientes es una disjuncion. Poner los 
parentesis adecuadamente para indicar que en este caso el termino de enlace 
dominante es «o». 

1. PVQ&S 4. P&QVR 

2. QVR&S 5. PVQ&R 

3. Q & R V T 


C. De cada una de las proposiciones siguientes se dice si es una conjuncion 
o una disjuncion. Indicar el agrupamiento adecuado de las proposiciones 
atomicas poniendo parentesis que senalen cual es el termino de enlace domi¬ 
nante. 


1. disjuncion 

2. conjuncion 

3. conjuncion 

4. disjuncion 

5. disjuncion 


S V T & R 
T V S & Q 
T & S V R 
P V Q & T 
P&QVR 


D. Simbolizar las proposiciones siguientes, indicando el agrupamiento por 
medio de parentesis cuando sea necesario. 


1. O Pedro es presidente y Juan es tesorero, o Jaime es tesorero. 
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2. Pedro es presidente, y o Juan es tesorero, o Jaime es tesorero. 

3. O Ramon es su hermano y Rosa es su hermana o Javier es su her- 
mano. 

4. Ramon es su hermano y o Rosa es su hermana o Javier es su her¬ 
mano. 

5. Jorge es el capitan o Jose es el capitan, y Carlos es el teniente. 

6. A la vez el resultado es un numero primo o Marfa esta equivocada 
y Rafael esta equivocado tambien. 


E. Simbolizar las proposiciones matematicas siguientes, eligiendo letras ato- 
micas para sustituir las proposiciones matematicas atomicas. 

1. Si x es menor que 2, entonces x es igual a 1 o x es igual a 0. 

2. Si a la vez x es menor que tres y x es mayor que uno entonces x 
es igual a dos. 

3. y = 4 y si x<y entonces *<5. 

4. O x es mayor que cinco y x es menor que siete o x no es igual a 
seis. 

5. Si * + 3>5y y — 4> entonces y> 6. 

F. Simbolizar las cinco proposiciones matematicas de E utilizando los sfm- 
bolos logicos para los terminos de enlace y sfmbolos matematicos para las 
proposiciones matematicas atomicas. 

Se considera ahora la proposicion 

Si este cuadro es negro entonces aquel cuadro es rojo y 
su rey esta sobre el cuadro rojo. 

Para simbolizar esta proposicion molecular se pone 

P=«Este cuadro es negro» 

Q = «Este cuadro es rojo» 

R = «Su rey esta sobre el cuadro rojo». 

La proposicion simbolizada es 


P —► (Q & R). 

La proposicion es una proposicion condicional en la que el consecuente (la 
proposicion que sigue a «entonces») es una conjuncion. El termino de domi- 
nante es «si..., entonces. 
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^Como se podria cambiar el ejemplo de manera que el termino de 
enlace «y» fuera el dominante? En Castellano se puede lograr insertando una 

coma: 


Si este cuadro es negro entonces aquel cuadro es rojo, 
y su rey esta sobre el cuadro rojo. 

Se puede, si se desea, evitar la coma utilizando la palabra «a la vez» como 
parte del termino de enlace dominante. 

A la vez si este cuadro es negro entonces aquel cuadro 
es rojo y su rey esta sobre el cuadro rojo. 


Para senalar que & es el termino de enlace en la proposicion simbolizada, se 
cambia la position del parentesis, 

(P -> Q) & R. 

Ejercicio 10 


A. Junto a cada proposicion molecular escrita a continuation, se ha puesto 
el nombre del tipo de proposicion molecular a la que pertenece. Anadir los 


:sis 

1. 

necesanos. 

condicional 

P -> R & S 

2. 

condicional 

P —> Q V R 

3. 

condicional 

P & Q-»R 

4. 

condicional 

R V P —* Q 

5. 

conjuncion 

P -> Q &S 

6. 

conjuncion 

R & P -> Q 

7. 

disjuncion 

R V Q ->T 

8. 

disjuncion 

Q -> P V S 

9. 

disjuncion 

P —> R V Q 

10. 

condicional 

P —» R V Q 

11. 

conjuncion 

P & Q —> T 

12. 

condicional 

P & Q ->T 

13. 

disjuncion 

p V T -> Q 

14. 

disjuncion 

Q —> R V ~iS 

15. 

condicional 

Q —> R V -iS 


B. Simbolizar las proposiciones siguientes, indicando el agrupamiento por 
parentesis si es necesario. Para todas las proposiciones, sea 


J= «Juan esta en la clase 1» 

C= «£1 esta en la clase de Quimica» 
K = «Alvaro esta en la clase 3». 
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1. Si Jyan esta en la clase 1, entonces Alvaro esta en la clase 3 y el esta 
en la clase de Quimica. 

2. Si o Alvaro esta en la clase 3 o el esta en la clase de Quimica, enton¬ 
ces Juan esta en la clase 1. 

3. O si Juan esta en la clase 1 entonces el esta en la clase de Quimica, o 
Juan no esta en la clase 1. 

4. O Alvaro esta en la clase 3 o si Jaime esta en la clase 1 entonces 
el esta en la clase de Quimica. 

5. A la vez si Alvaro esta en la clase 3, entonces el esta en la clase de 
Quimica, y Juan no esta en la clase 1. 

La negation de una proposition molecular. Hay casos en los que se desea 
expresar la negacion de una proposicion molecular entera. Por ejemplo, se 
trata de negar una disjuncion como en el caso siguiente: 

No ocurre que el libro o es rojo o es verde. 

Supongase que se simboliza esta proposicion poniendo primero P para desig- 
nar la primera proposicion atomica y Q para designar la segunda proposi¬ 
cion atomica. La disjuncion es entonces P V Q. Luego, la forma simbolizada 
de la negacion de una proposicion es: 

-•( )• 

Observese el simbolo que denota la negacion. Recuerdese que se puede ne¬ 
gar cualquier proposicion, ya sea atomica o molecular. Cualquier proposi¬ 
cion se puede negar poniendola primero entre parentesis y luego colocando 
el simbolo de negacion delante del parentesis. A1 simbolizar una proposicion 
se debe tener en cuenta que el simbolo para la negacion se aplica a la pro¬ 
posicion completa mas corta delante de la que esta colocado. 

Asi, para negar la proposicion P V Q, se pone entre parentesis con un 
simbolo de negacion delante del parentesis. 


-i(P V Q). 


El agrupamiento entre parentesis indica: (1) que la negacion se refiere a toda 
la proposicion (en este caso una disjuncion) —no solo a la proposicion ato¬ 
mica mas proxima—, y (2) que la negacion es el termino de enlace dominante. 
En este caso el termino de enlace «no» domina al termino de enlace «o». 

Se pueden encontrar ejemplos en los que se nieguen otro tipo de propo- 
siciones moleculares. Repetimos que tambien son necesarios parentesis para 
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indicar que lo que se niega es la proposicion molecular completa y no solo 
una parte de ella. Considerese la proposicion 

No ocurre que a la vez Juan tenga una hermana 
y el tenga un hermano. 

Aquf se quiere negar la proposicion completa. Es decir, se desea manifestar 
que Juan no tiene a la vez un hermano y una hermana. A1 simbolizar esta 
proposicion, si se designa por P la primera proposicion atomica y por Q 
la segunda proposicion atomica, se tiene: 

—i(P & Q). 

Finalmente, se considera la negacion de una condicional, 

No ocurre que si usted ve un gato negro 
entonces tendra mala suerte. 

Sea 

p=«Usted ve un gato negro» 

Q=«Usted tendra mala suerte». 

Simbolizado, este ejemplo se escribira: 

—«(P —> Q). 

El agrupamiento entre parentesis manifiesta claramente que lo que se ha 
negado es la proposicion condicional completa y no simplemente el antece- 
dente, proposicion P. 

Quiza la explicacion mas simple para el agrupamiento y el uso de los 
parentesis en Logica es que una proposicion molecular encerrada entre paren¬ 
tesis se presenta como una proposicion atomica respecto a otros terminos 
de enlace o a otras proposiciones con las que puede ligarse. Se trata como 
una proposicion unica. El termino de enlace dominante esta fuera del paren¬ 
tesis. 


Ejercicio 11 

A. En cada una de las proposiciones siguientes uno de los sfmbolos V, 
—» o & domina. Por tanto, las proposiciones son disjunciones, condiciona 
les, y conjunciones a pesar de empezar por una negacion. Supongase que se 
hubiera entendido que las negaciones iniciales dominan, convirtiendo todas 
las proposiciones en negaciones. Sin ningun cambio mas que la adicion de 
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parentesis, convertir cada proposition en una negation. 


1. -iP V R 

2. —iR —» S 

3. —iP & T 


4. -iP -> Q 

5. -iR V S 

6. —i—iQ & —«S 


B. Dar la negation de cada una de las proposiciones siguientes anadiendo 
slmbolos de negation, y parentesis si es necesario. 


i: 

IS 

7. 

T—>-iS 

2. 

PVT 

8. 

— iN V M 

3. 

-S & —iT 

9. 

~iQ —» —iT 

4. 

P —> R 

10. 

-iS & P 

5. 

Q & R 

11. 

PVnS 

6. 

-iR 

12. 

—iQ 


C. Junto a cada una de las proposiciones que siguen, se da el nombre del 
tipo de proposition molecular a la que pertenece. Anadir los parentesis nece- 
sarios. 


1. 

negation 

—iP —> R 

2. 

conditional 

—iP —> R 

3. 

conjuncion 

-iP & —iR 

4. 

negation 

iR & T 

3. 

condicional 

“iP —> — iQ 

6. 

negation 

-iP ->-iQ 

7. 

disjuncion 

—iQ V -iR 

8. 

negation 

—iT V S 

9. 

conjuncion 

—iS & —iQ 

10. 

negation 

—iR — > S 


D. Simbolizar las proposiciones siguientes, indicando el agrupamiento por 
medio de parentesis. 

Sea 

P = «Es jueves» 

Q=«Sucedio en lunes». 


1. O no es jueves o no sucedio en lunes. 

2. Si no ocurre que sucedio en lunes, entonces es jueves. 

3. No ocurre que o es jueves o que sucedio en lunes. 

4. No sucedio en lunes y es jueves. 

5. No ocurre que a la vez es jueves y que sucedio en lunes. 
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6. Si no sucedio en lunes entonces no es jueves. 

7. No ocurre que si es jueves entonces sucedio en lunes. 

8. O no es jueves o sucedio en lunes. 

9. No es jueves y sucedio en lunes. 

10. No ocurre que a la vez sucedio en lunes y es jueves. 

E. Simbolizar las proposiciones siguientes tal como indica el ejemplo a con¬ 
tinuation. 

1. O Juan es el mas pequeno y Pedro es el mas alto o Pedro es el mas 
bajo y Juan es el mas grande. 

Ejemplo: Sea P=«Juan es el mas pequeno» 

Q = «Pedro es el mas alto» 

R = «Pedro es el mas bajo» 

S = «Juan es el mas grande». 

(P & Q) V (R & S). 

2. Si una sustancia organica se descompone, entonces sus componentes 
se transforman en abono y fertilizan el suelo. 

3. O yo estoy equivocado, o la pregunta numero uno es cierta y la pre- 
gunta numero dos es falsa. 

4. A la vez yo estoy equivocado o la pregunta numero uno es cierta, y 
la pregunta numero dos es falsa. 

5. O yo estoy equivocado y la pregunta numero uno es cierta o la pre¬ 
gunta numero dos es falsa. 

6. No ocurre que, a la vez Juana sea su hermana y Rosa sea su her- 
mana. 

7. Juana no es su hermana y Rosa es su hermana. 

8. Si se conoce el periodo del movimiento de la Luna y se sabe la dis- 
tancia de la Tierra a la Luna, entonces se puede calcular la acelera- 
cion centripeta de la Luna. 

9. O sus deberes estan terminados, o si no estan terminados tendra 
que hacerlos por la noche. 

10. No todas las regiones de Africa tienen un clima calido y humedo y 
no toda el Africa ecuatorial es una tierra de vegetation espesa y 
exuberante. 

11. Si son las diez entonces la sesion de la Asamblea General ha em- 
pezado, y ahora el reloj senala las diez. 

12. No ocurre que, o estrellas muy lejanas presentan paralaje o apa- 
recen en el telescopio como discos. 


Suppes-hill - 3 
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13. Si este mineral no es duro, entonces no esta compuesto de cristales 
de cuarzo. 

14. Si es despues de las cinco, entonces la puerta esta cerrada y yo no 
tengo la Have. 

15. Si es despues de las cinco entonces la puerta esta cerrada y ade- 
mas, yo no tengo la Have. 

F. En cada una de las proposiciones matematicas siguientes se indica el tipo 


de proposition molecular 
sarios. 

que debe entenderse. 

Poner 

los 

parentesis 

1. 

condicional 

* = 0 

V 

*=1 

-> 

y = 2 

2. 

disjuncion 

* = 0 

V 

X9^0 

& 

y = z 

3. 

conjuncion 

x= 1 

V 

X9± 1 

& 

y^3 

4. 

condicional 

*=y 

—> 

y9±z 

& 

y>5 

5. 

conjuncion 

x=y 

V 

x = z 

& 

y> 3 

6. 

condicional 

x=y 

& 

y = z 

—► 

x = z 

7. 

condicional 

x>y 

& 

y>z 

—> 

x> z 


• 1.7 Elimination de algunos parentesis 

Adoptando algunas reglas simples acerca de la potencia de los terminos de 
enlace, se pueden eliminar algunos de los parentesis en las proposiciones 
simbolizadas: 

• REGLA 1 

El —> es mas potente que los otros terminos de enlace. 

Utilizando la regia 1, en vez de 


(P & Q) -> R 

se puede escribir simplemente 


Tambien, en vez de 


P & Q -> R 
P (Q V R) 


se puede escribir 


P -> Q V R. 


Por otra parte, si se tiene 


(P -> Q) V R 
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no se puede eliminar el parentesis, pues es necesario para indicar que V es 
el termino de enlace dominante. Tambien, si una proposicion tiene dos con- 
dicionales, se tiene que utilizar el parentesis para indicar cual es dominante. 
Asi, la proposicion 

A —> (B —> C) 

tiene significado distinto de 

(A —► B) —> C. 


La segunda regia es tan natural que se ha hecho uso de ella sin haberla 
enunciado explicitamente. 


• REGLA 2 

El signo de negacion —i es mas debil que cualquiera de los otros tres 
terminos de enlace. 

Utilizando la regia 2, en vez de 


se escribe 

o, en vez de 
se escribe 
o, en vez de 


(~iP) & Q 
—iP & Q, 

P V (~>Q) 

P V -iQ, 

hP) -> (—»Q) 

—iP —■> — iQ. 


se puede escribir: 


Pero el parentesis es necesario en 

-i(P & Q). 


Finalmente, puesto que & y V son igualmente fuertes, cuando se presentan 
ambos en una proposicion se tienen que poner siempre los parentesis para 
indicar cual es el termino de enlace dominante. Asi, el significado de: 
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no es claro; pues 


P V Q & R 

(P V Q) & R 


es una conjuncion, y 
es una disjuncion. 


P V (Q & R) 


Ejercicio 12 

A. Junto a cada una de las proposiciones siguientes se indica el tipo de 
proposicion molecular al que pertenece. Utilizando las reglas de prioridad 
establecidas sobre la potencia de los simbolos, anadir los parentesis solo don- 
de sean necesarios. 


1. condicional 

P -> Q V R 

2. disjuncion 

P V Q & R 

3. conjuncion 

R —+ S & T 

4. negacion 

—iR & S 

5. condicional 

PVQ—^nR 

6. negacion 

—iP — > Q 

7. conjuncion 

A & B—>C 

8. disjuncion 

M — > N V P 

9. negacion 

~iP V “~iiQ 

10. conjuncion 

—iA V ~iB & —iC 


B. Junto a cada una de las proposiciones matematicas siguientes se indica 
el tipo de proposicion molecular al que pertenecen. Utilizando las reglas de 
prioridad establecidas sobre la potencia de los simbolos, anadir los parentesis 
solo donde sean necesarios. 


1. conjuncion 

*^0 

V 

x>y 

& 

y = z 

2. condicional 

* = 0 

—► 

x>y 

& 

y^z 

3. disjuncion 

* = 0 

V 

X9*0' 

& 

y — z 

4. condicional 

x>y 

& 

y>z 

—► 

x>z 

3. disjuncion 

x = 0 

V 

o 

A 

* 

—> 

y= o 

6. conjuncion 

x=y 

& 

y = z 

V 

X — Z 

7. condicional 

x =y 

& 

y = z 

-> 

x — z 

8. conjuncion 

x =y 

V 

x = z 

& 

y*z 


C. Simbolizar las proposiciones del Ejercicio 11, Seccion E, utilizando 
parentesis solo donde sean necesarios. 
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• 18 Resumen 

Para poder simbolizar proposiciones en Logica es preciso saber distinguir las 
partes logicas de estas proposiciones. Una proposicion molecular esta for- 
mada por una proposicion atomica mas un termino de enlace, por lo menos. 
Una proposicion atomica es aquella que no posee ningun termino de enlace. 
«Terminos de enlace de proposiciones» (o simplemente «terminos de enlace») 
es el nombre que en Logica se da a terminos tales como «a la vez... y...», 
«o... o...», «si... entonces...» y «no» que se utilizan para formar proposiciones 
moleculares a partir de proposiciones atomicas. 

De los cuatro terminos de enlace indicados, «y»,«o»,y «si...entonces...» 
ligan o actuan sobre dos proposiciones a la vez, mientras que el termino de 
enlace «no» actua solo sobre una. Una proposicion molecular formada utili- 
zando el termino de enlace «y» es una «conjuncion», una proposicion molecu¬ 
lar formada utilizando el termino de enlace «o» es una «disjuncion», una pro¬ 
posicion molecular formada utilizando el termino de enlace «no» es una 
«negacion», y una proposicion molecular formada utilizando el termino de 
enlace «si... entonces...» es una proposicion «condicional». 

Es conveniente en Logica utilizar unos simbolos para proposiciones y 
otros para terminos de enlace. Para proposiciones atomicas se usan letras 
mayusculas tales como «P», «Q», «R», «S», y asi sucesivamente. Puesto 
que los terminos de enlace determinan la forma de una proposicion en Lo¬ 
gica, se puede sustituir cada proposicion atomica por otra cualquiera y la 
forma se conserva. Por ejemplo, en la proposicion P & Q se pueden susti¬ 
tuir P y Q por proposiciones escritas cualesquiera. Los simbolos utilizados 
para los terminos de enlace, por otra parte, permanecen siempre los mismos; 
y son: & para conjuncion, V para disjuncion, —i para negacion, y —> 
para la condicion. 

En proposiciones que tiene mas de un termino de enlace es preciso 
indicar la manera de agruparse, pues distintas agrupaciones pueden tener 
distintos significados. En lengua castellana, las agrupaciones se presentan de 
acuerdo con la colocacion de ciertas palabras, o mediante la puntuacion. En 
Logica la agrupacion se expresa por parentesis. La conjuncion (P V Q) & R 
tiene distinto significado que la disjuncion P V (Q & R), a pesar de tener 
las mismas proposiciones atomicas y los mismos terminos de enlace. Se nece- 
sitan los parentesis para indicar cuando un termino de enlace domina la 
proposicion, si no es el termino de enlace mas fuerte en la proposicion. «No» 
es el mas debil; despues siguen «y» y «o» que tienen la misma potencia; y 
«si... entonces...» es el mas fuerte. Sin embargo, cada termino de enlace puede 
dominar, si lo indica el parentesis. 

Con estos simbolos como instrumentos estamos ahora preparados para 
expresar de manera clara y precisa el significado de las proposiciones, salvo 
algunas, que se presentan dentro de la parte de la Logica formal elemental 
conocida por Logica proposicional. 
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Ejercicio 13 
Ejercicios de repaso 

A. Poner una «A» despues de cada proposicion atomica y una «M» des¬ 
pues de cada proposicion molecular. Despues de cada proposicion molecular 
escribir el termino de enlace utilizado en aquella proposicion. 

1. El tiempo atmosferico es la situacion de la atmosfera en un momen- 
to particular y el clima es la variacion de la situacion del tiempo 
atmosferico en un periodo largo de tiempo. 

2. Las bacterias en el agua o se destruyen hirviendo el agua o se des- 
truyen por clorizacion. 

3. Este libro tiene mas paginas que aquel otro. 

4. Si la sentencia es contra el defensor, entonces el apelara el caso. 

5. £1 reconocio la obra como de un poeta ingles del siglo diecinueve. 

6. La guerra no puede explicarse totalmente por una causa. 

7. Un elemento tiene propiedades fisicas y tiene propiedades quimicas. 

8. Somos capaces d'' hacer todos los ejercicios de esta pagina. 

9. No somos capaces de hacer todos los ejercicios de esta pagina. 

10. Si dos o mas elementos se unen quimicamente para formar una 
nueva sustancia, entonces el producto se denomina un compuesto. 

11. Las proposiciones moleculares contienen terminos de enlace. 

12. Este problema no es correcto. 

13. Rosa es menor de edad y su hermano es mayor de edad. 

14. No se puede terminar el reportaje* hoy. 

15. Necesitaremos ayuda o tardaremos dos dias en completar el repor¬ 
ta je. 

B. Escribir cuatro proposiciones que tengan terminos de enlace. Utilizar 
distinto termino de enlace en cada una de ellas. 

C. Escribir cuatro proposiciones atomicas. 

D. Simbolizar las proposiciones siguientes, indicando cual es la proposicion 
atomica simbolizada por cada una de las letras mayusculas. 

1. Si son mas de las seis, entonces la asamblea ha empezado. 

2. O mi reloj va nial o llegaremos tarde. 

3. Si las celulas de la planta no tienen clorofila, entonces no pueden 

sintetizar los alimentos. 

4. La piedra arenosa se produce por medio de capas de arena endure - 

cida y la piedra caliza se produce por las conchas de pequenos ani- 

males en el mar. 


- 
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5. Si la tribu fuera nomada, entonces no construiria chozas perma- 
nentes. 

E. Simbolizar las proposiciones siguientes, utilizando los siguientes simbo- 
los para las proposiciones atomicas: 

P = «Luis ha venido demasiado tarde» 

Q=«Juan ha venido demasiado pronto» 

R = «E1 Sr. Perez esta enfadado». 

1. Si Luis ha venido demasiado tarde y Juan demasiado pronto, en¬ 
tonces el Sr. Perez esta enfadado. 

2. Si o Luis ha venido demasiado tarde o Juan ha venido demasiado 
pronto, entonces el Sr. Perez esta enfadado. 

3. Si Luis ha venido demasiado tarde y Juan no ha venido demasiado 
pronto, entonces el Sr. Perez no esta enfadado. 

4. Si el Sr. Perez esta enfadado, entonces Luis ha venido demasiado 
tarde o Juan ha venido demasiado pronto. 

5. El Sr. Perez esta enfadado, y Luis ha venido demasiado tarde y 
Juan ha venido demasiado pronto. 

6. Si el Sr. Perez no esta enfadado, entonces Luis no ha venido dema¬ 
siado tarde. 

7. O Luis ha venido demasiado tarde o Juan ha venido demasiado 
pronto. 

8. Si Juan no ha venido demasiado pronto o Luis ha venido demasiado 
tarde, entonces el Sr. Perez esta enfadado. 

9. El Sr. Perez esta enfadado y o Luis ha venido demasiado tarde o 
Juan ha venido demasiado pronto. 

10. Juan ha venido demasiado pronto, y si Luis ha venido demasiado 
tarde, entonces el Sr. Perez esta enfadado. 

11. No ocurre que, Luis ha venido demasiado tarde y Juan ha venido 
demasiado pronto. 

12. Si Luis no ha venido demasiado tarde y Juan ha venido demasiado 
pronto, entonces el Sr. Perez no esta enfadado. 

F. Completar la traduccion de las siguientes proposiciones moleculares en 
simbolos logicos, sustituyendo las palabras que corresponden a los terminos 
de enlace por sus correspondientes simbolos. 

1. Si P entonces Q 

2. O P o Q 

3. Si o P o Q entonces no R 

4. O no P o no Q 
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5. OPy QoRyS 

6. No ocurre que, a la vez p y Q 

7. No ocurre que o P o Q 

8. Si no P entonces no Q y R 

9. No ocurre que, si P entonces Q 

10. No ocurre que, a la vez P y no p 

11. P y o Q o R 

12. O PQ o R 

13. P y si Q, entonces no R 

G. Aparear cada una de las palabras de la izquierda con los ejemplos o 
definiciones en la lista de la derecha. 

(a) P —> Q 

(b) -i(P & Q) 

(c) P V Q 

(d) Q en la proposicion P —> Q 

(e) —iP 

(£) P en la proposicion P —» Q 

(g) P & Q 

(h) -iP V 

(i) Cualquier proposicion con un ter- 
mino de enlace 

(j) Cualquier proposicion sin terminos 
de enlace. 


H. Simbolizar las siguientes proposiciones matematicas eligiendo letras ma- 
yusculas para sustituir las proposiciones matematicas atomicas e indicar la 
proposicion atomica a la que sustituye cada una. 

1. x es*mayor que cinco. 

2. Cuatro no es un numero impar. 

3. x es igual a tres o x es mayor que seis. 

4. No ocurre que si x es un numero impar entonces x es divisible 
por dos. 

3. Si x mas cuatro es siete e y mas x es ocho entonces y es cinco 
6. Si x es menor que cinco o mayor que siete entonces no es igual a seis. 

I. Simbolizar las proposiciones matematicas (3), (3) y (6) de H utilizando 
los simbolos logicos para los terminos de enlace y los simbolos matematicos 
tipicos para las proposiciones atomicas. 

J. Traducir las siguientes proposiciones logicas (formulas) en lengua caste- 


1. disjuncion 

2. negacion 

3. proposicion condicional 

4. proposicion molecular 
3. antecedente 

6. consecuente 

7. conjuncion 

8. proposicion atomica 
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liana. Primero elegir una proposition atomica en castellano para cada letra 
atomica, y luego escribir la proposition completa en castellano. 

1. ~nS 

2. P V -iQ 

3. —i(R —> S) 

4. x<5 —> —1(*>6) 

5. *4-3 <5 & ~i(x = 0) — > x= 1 

6. P & -«Q -> R 


Examen de repaso 

I. Simbolizacion del lenguaje cuotidiano 

Simbolizar las proposiciones siguientes, diciendo claramente lo que represen- 
tan las letras mayusculas elegidas como simbolos. Para las proposiciones 
matematicas utilizar los simbolos matematicos tipicos. 

a. Si el libro cuesta mas de cien pesetas, entonces Juan no podra com- 
prarlo. 

b. O £sta es la casa de Antonio o la direction que nos han dado no es 
correcta. 

c. Se ha levantado aire y ha refrescado. 

d. Si x es menor que tres, entonces es menor que cuatro. 

e. Si x no es igual a cinco, entonces o es mayor que cinco o es menor 
que cinco. 

II. Simbolizacion con simbolos dados 

Utilizando los simbolos dados, simbolizar las proposiciones siguientes. (No es 
necesario escribir las proposiciones en castellano.) 

Sea 

p = «Juan ha venido demasiado pronto» 

Q = «Maria ha venido demasiado tarde» 

R —«E1 Sr. Perez esta enfadado». 

a. Si Juan ha venido demasiado pronto o Maria demasiado tarde, en¬ 
tonces el Sr. Perez esta enfadado. 

b. Si Maria ha venido demasiado tarde, entonces Juan no ha venido 
demasiado pronto. 

c. O el Sr. Perez esta enfadado o Maria no ha venido demasiado tarde. 
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d. Marfa ha venido demasiado tarde y Juan ha venido demasiado pronto, 
y el Sr. Perez esta enfadado. 

e. Si el Sr. Perez no esta enfadado, entonces Juan no ha venido dema¬ 
siado pronto y Marfa no ha venido demasiado tarde. 

f. O Marfa no ha venido demasiado tarde o Juan ha venido demasiado 
pronto. 

g. Si Marfa no ha venido demasiado tarde y Juan no ha venido dema¬ 
siado pronto, entonces el Sr. Perez no esta enfadado. 


III. Definiciones 

Completar las proposiciones siguientes eligiendo de entre las palabras escritas 
al final la que esta definida por la proposicion dada. 

a. La proposicion molecular que utiliza el termino de enlace «y» es 
una 

b. La proposicion molecular que utiliza el termino de enlace «no» es 
una 

c. La combination de una o mas proposiciones atomicas con un termino 
de enlace de proposiciones se denomina 

d. En Logica, una proposicion completa que no tiene termino de enlace 

se denomina .. 

e. La proposicion molecular que utiliza el termino de enlace «si... en¬ 
tonces...» se denomina una 

f. La proposicion situada antes del termino de enlace en una proposi¬ 
cion condicional se denomina 

g. La proposicion situada despues del termino de enlace en una proposi¬ 
cion condicional se denomina 

h. La proposicion molecular que utiliza el termino de enlace «o» es 
una 


antecedente conjuncion 

atomica consecuente 

proposicion molecular disjuncion 

condicional negacion 

IV. Uso del parentesis 

En algunas de las proposiciones siguientes son necesarios parentesis para que 
correspondan a las proposiciones moleculares indicadas en la izquierda. Poner 
los parentesis en los lugares correspondientes cuando sean necesarios. 

a. conjuncion P V Q & R 

b. negacion —iP & Q 
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c. conjuncion 

d. condicional 

e. negation 

f. disjuncion 

g. conditional 

h. disjuncion 

i. negation 

j conjuncion 


—iP & Q 
P & Q->R 
-iP V -iR 
P —> Q V R 
-iP -+ -iR 
P V Q & R 
~iP —> Q 
P & Q-*R 


V. Simbolizacion de proposiciones con parentesis 

Senalar el termino de enlace dominante en las proposiciones siguientes. In¬ 
dicar despues como serfa la proposition en sfmbolos logicos y anadir los 
parentesis donde sean necesarios. 

a. No ocurre que, o Jaime es el mas alto o Juan es el mas alto. 

b. Tomas no es nuestro representante y Jose no es nuestro capitan. 

c. 0«beta»esta antes que«gamma»y «eta» esta antes que«theta»o yo 
no se griego. 

d. Antonio se marcha ahora y o yo ire con el o Pedro ira con el. 

e. Si el baile empieza a las seis, entonces nosotros llegaremos pronto y 
Pilar llegara tarde. 




CAPITULO 2 

INFERENCIA LOGICA 


• 2.1 Introduction 

En el capitulo uno, hemos aprendido a dividir las proposiciones en sus 
partes logicas y de este modo se ha llegado a conocer algo sobre la forma 
logica de las proposiciones. La idea de forma se puede ilustrar con alguno 
de los resultados del capitulo anterior. La proposicion P —> Q es la misma, 
en cuanto a la forma logica se refiere, cualesquiera que sean las proposiciones 
en castellano que sustituyan a la P y a la Q . Los terminos de enlace deter- 
minan la forma de la proposicion. 

Conocidas las formas de las proposiciones y teniendo los instrumentos 
de simbolizacion a nuestro alcance, podemos dirigirnos ya hacia una parte 
importante de la Logica formal: inferencia y deduction. Las reglas de infe- 
rencia que rigen el uso de los terminos de enlace son muy simples. Se 
pueden aprender estas reglas y su uso, como se aprenden las reglas de un 
juego. El juego se juega con proposiciones, o formulas logicas, nombre que se 
dara a las proposiciones simbolizadas. Se empieza con conjuntos de formulas 
que se denominan premisas. El objeto del juego es utilizar las reglas de infe¬ 
rencia de manera que conduzcan a otras formulas que se denominan conclu- 
siones. El paso logico de las premisas a la conclusion es una deduction. 
La conclusion que se obtiene se dice que es una consecuencia logica de las 
premisas si cada paso que se da para llegar a la conclusion esta permitido 
por una regia. La idea de inferencia se puede expresar de la manera siguiente: 
de premisas verdaderas se obtienen solo conclusiones que son verdaderas. Es 
decir, si las premisas son verdaderas, entonces las conclusiones que se derivan 
de ellas logicamente, ban de ser verdaderas. 

Con frecuencia se aprende un juego nuevo, por un ejemplo. Veamos 
algunos de inferencia antes de proseguir con las leyes formales. Se supone 
que se tienen dos premisas, la formula P —> Q y la formula P. Se sabe 
que estas premisas estan dadas; es decir, se empieza diciendo que se ha dado 
P y que se ha dado P > Q. ^Se puede sacar una conclusion de estas dos 
proposiciones? Es decir, £se puede idear otra proposicion que haya de ser 
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cierta si las premisas son ciertas? La conclusion es clara si se leen las pre- 
misas en la forma: 


Si P entonces Q, y P. 

La primera proposicion expresa que si se verifica P, entonces se verifica Q, 
y la segunda dice que se verifica P. La conclusion es que se verifica Q. La 
proposicion Q es consecuencia logica de las premisas, P y P —■> Q. 

Veamos ahora una inferencia de la misma forma, pero cuyo contenido 
se ha suplido por lenguaje corriente. La primera premisa es: 

Si llueve, entonces el cielo ha de estar cubierto. 

La segunda premisa es: 


Llueve. 

<*,Que conclusion se puede sacar de las dos premisas? 

La respuesta es la conclusion «E1 cielo ha de estar cubierto». Esta 
conclusion se puede inferir logicamente de las premisas dadas. Se discutira 
a continuation la regia particular de inferencia que permite deducir esta 
conclusion de las premisas. 


• 2.2 Reglas de inferencia y demostracion 

Modus Ponendo Ponens. La regia de inferencia aplicada en el ejemplo pre 
cedente tiene un nombre latino, modus ponendo ponens. Consideremos al- 
gunos ejemplos del uso de esta regia en la deduction de conclusiones a partir 
de premisas. 

Premisa 1. Si el esta en el partido de futbol, entonces el esta en el 
estadio. 

Premisa 2. £1 esta en el partido de futbol. 

Conclusion. £1 esta en el estadio. 

Otro ejemplo del uso del modus ponendo ponens es el siguiente: 

Premisa 1. Si no hace frio, entonces el lago no se helara. 

Premisa 2. No hace frio. 

Conclusion. El lago no se helara. 

Simbolicamente, el primer ejemplo se expresa asi: 
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Sea: 

P=«£l esta en el partido de futbol» 

Q = «£l esta en el estadio», 

entonces 

Premisa 1 . P — > Q 

Premisa 2. P 

Conclusion Q 

La regia de inferencia llamada modus ponendo ponens permite demostrar Q 
a partir de P —> Q y P. 

El segundo ejemplo se simboliza de la manera siguiente, donde P es 
la proposicion «Hace frio» y Q es la proposicion «E1 lago se helara». 

—iP —» —iQ 
-iP 

—iQ 

En cada uno de los ejemplos, la regia modus ponendo ponens permite 
pasar de dos premisas a la conclusion. Decir que la conclusion es conse 
cuencia logica de las premisas, es decir, que siempre que las premisas son 
ciertas, la conclusion es tambien cierta. La regia de inferencia aprendida dice 
que si se tienen dos proposiciones de la forma P —> Q y P, se puede deducir 
la conclusion Q. 

Recuerdese que la regia se aplica a la forma de las proposiciones, o sea, 
que siempre que se de una proposicion condicional y se de precisamente el 
antecedente de aquella condicional, se sigue precisamente el consecuente. La 
misma regia se aplica tanto si el antecedente es una proposicion atomica como 
si es una proposicion molecular y tanto si el consecuente es una proposicion 
atomica como si es una proposicion molecular. En la proposicion condicional 
anterior el antecedente y el consecuente son proposiciones moleculares. La 
segunda premisa afirma el antecedente, que es — iP. Por tanto, el consecuen¬ 
te, que es — iQ, se sigue de la regia modus ponendo ponens. En todos los 
ejemplos que se dan a continuacion se aplica el modus ponendo ponens. 
Tanto los antecedentes como los consecuentes que se utilizan puedeft ser 
proposiciones atomicas o moleculares: 

a. R->S b. P c. P & Q-^ 'R 

R P -> —iQ P & Q 

S -iQ R 

d. -iP —> Q e. P —> Q & R 

-,P P 


Q 


Q & R 
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Observese, en el segundo ejemplo, que la condicional figura en segundo lu- 
gar, y P, que es precisamente el antecedente, esta situado primero. Cuando 
el modus ponendo ponens o cualquiera de las otras reglas se aplica para sacar 
una conclusion de dos o mas proposiciones, el orden de aquellas proposicio- 
nes es indiferente. 

Recuerdese que una condicional se puede escribir (P) —■> (Q). Con los 
parentesis, el modus ponendo ponens es: 

(P) -> (Q) 

(P) _ 

(Q) 

Si es una ayuda, se pueden usar parentesis cuando el antecedente o el con- 
secuente son proposiciones moleculares, como en los tres ultimos ejemplos 
anteriores o en el siguiente: 

—iP V R —► S & —iQ (—>P V R) —► (S & -iQ) 

—iP V R (~iP V R) 

S & —iQ (S & -iQ) 


El nombre modus ponendo ponens se puede explicar de la siguiente manera: 
Esta regia de inferencia es el metodo (modus), que afirma (ponens) el con- 
secuente, afirmando ( ponendo) el antecedente. 


Ejercicio 1 

A. ^Que conclusion se puede sacar de cada uno de los siguientes conjuntos 
de premisas? Es decir, £que proposition logica se sigue de las premisas? 

1. Si usted esta en Madrid, entonces su reloj senala la misma hora que 
en Barcelona. Usted esta en Madrid. 

2. Si no nos despedimos ahora, entonces no cumpliremos nuestro plan. 
No nos despedimos ahora. 

3. Si esta planta no crece, entonces o necesita mas agua o necesita mejor 
abono. Esta planta no crece. 

4. Son las cinco. Si son las cinco, entonces la oficina esta cerrada. 

5. Si vivo en la capital de los Estados Unidos, entonces no vivo en nin- 
guno de los cincuenta estados. Vivo en la capital de los Estados 
Unidos. 
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B. Utilizando modus ponendo ponens sacar una conclusion de cada uno de 
los conjuntos de premisas siguientes. Escribir las conclusiones en la linea (3). 


1. (1) 

P V 

Q — > R 

4. (1) 

P -> 

Q & R 

(2) 

P V 

Q 

(2) 

P 


(3) 



(3) 



2. (1) 

-IP -> -IR 

5. (0 

P -> 

Q V R 

(2) 

-iP 


(2) 

P 


(3) 



(3) 



3. (1) 

-iP 


6. (1) 

—iR 


(2) 

-iP - 

-> Q 

(2) 

-iR 

— > Q & P 

(3) 



(3) 




C. Poner una «C» junto a cada ejemplo en el que la conclusion es correcta 
segun el modus ponendo ponens. Poner una «I» junto a cada conclusion 
incorrecta. 

1. Premisas: S y S->T; conclusion:! 

2. Premisas: T —> V y T; conclusion: V 

3. Premisas: P —► Q y Q; conclusion: P 

4. Premisas: S y R —> S ; conclusion: R 

5. Premisas: R y R —> S; conclusion: S 


D. Utilizar el modus ponendo ponens para deducir una conclusion de cada 
uno de los conjuntos de premisas siguientes: 

1. Si x 9 ±0 entonces * + y>l. *^0. 

2. Si x +y = z entonces y + x = z. x+y = z. 

3. Si x es un numero e y es un numero, entonces x+y es un numero. 
x es un numero e y es un numero. 

4. Si x>y y y>z, entonces x>z . A la vez x>y y y>z. 

5. A la vez * —y y y — z. Si x=y y y = z, entonces x — z. 

* Demostraciones. Cuando se usa una regia de inferencia para pasar de un 
conjunto de proposiciones a otra proposition se demuestra que la ultima pro¬ 
position es consecuencia logica de las otras. Esto se puede expresar de muchas 
maneras. Se puede decir que se ha derivado la conclusion de las premisas, 
que la conclusion se infiere de o es implicada por las premisas, que la con¬ 
clusion se deduce de las premisas, y otras. Todas estas palabras o expresiones 
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significan lo mismo: Dadas ciertas proposiciones, si una regia de inferencia 
nos permite pasar a otra proposicion, entonces esta proposicion es una con¬ 
clusion logica de las proposiciones dadas. 

En la ultima seccion se han visto algunas demostraciones cortas. Utili- 
zando modus ponendo ponens como regia, se demostro una conclusion a 
partir de un conjunto de premisas. Por ejemplo, deR —> S y R se demostro 
S. Se podria esquematizar la demostracion de manera clara poniendo 

(1) R — S P 

(2) R P 

(3) S PP 

Cada linea en la demostracion esta numerada. Despues de las proposiciones 
simbolizadas se indican como se obtiene cada proposicion. Se han indicado 
con P las premisas dadas. Las lineas que son premisas se representan por P 
en la regia de premisas. Se parte de ellas y se deduce la linea (3) por el 
modus ponendo ponens, lo que se indica en la linea por la abreviatura PP, 
escrita despues de la proposicion. 

Ejercicio 2 

A. A continuation se dan conjuntos de premisas. Deducir una conclusion 
de cada conjunto, indicando como se obtienen cada una de las terceras lineas 
por medio de las abreviaturas P en la regia de premisas, o PP en el modus 
ponendo ponens. 

Ejemplo: 




(i) 

iP — > s 

p 




(2) 

IP 

p 




(3) 

s 

PP 


1. (1) 

iA —> —iB 



3. (1) 

R 

(2) 

—iA 



(2) 

R — > — iT V Q 

(3) 




(3) 


2. (1) 

M 



4. (1) 

— iB —> —i0 & A 

(2) 

M — > N 



(2) 

—iB 

(3) 




(3) 



B. Simbolizar cada uno de los conjuntos de premisas del apartado A en el 
Ejercicio 1. Despues indicar una demostracion como en la Seccion A de este 
ejercicio, numerando cada linea y senalando por medio de las abreviaturas P 
para las premisas y PP para modus ponendo ponens, como se justifica cada 
linea. 


Suppes-Hill -4 
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C. Simbolizar las proposiciones matematicas de la Seccion D del Ejerci- 
cio 1. Despues indicar una demostracion como en la Seccion A de este ejer- 
cicio. 

Demostraciones en dos pasos. Algunas veces no se puede ir directamente 
de las premisas a la conclusion por un solo paso. Pero esto no impide 
poder llegar a la conclusion. Cada vez se deduce una proposicion por medio 
de una regia, entonces esta proposicion se puede utilizar junto con las 
premisas para deducir otra proposicion. Considerese un ejemplo en-el que 
se tienen tres premisas: 

(1) A —> B P 

(2) B —> C P 

(3) A P 

Se quiere probar la proposicion C. Para llegar a C, se necesitan dos pasos, 
cada uno permitido por el modus ponendo ponens, PP. Estos dos pasos 
son las lineas (4) y (5) escritas a continuacion: 

(1) A —> B P 

(2) B —> C P 

(3) A P 

(4) B PP 1, 3 

(5) C PP 2, 4 

Observemos atentamente el esquema de la demostracion. Cada linea esta 
numerada, tanto si es una premisa como una linea deducida. Cada linea esta 
justificada, bien por ser premisa (indicada por P), bien deducida por una 
regia de inferencia (indicada por la abreviatura PP). Ademas, despues de las 
abreviaturas correspondientes a las reglas empleadas para obtener las lineas 
deducidas, se ha indicado el numero de las lmeas a partir de las cuales se ha 
deducido esta linea. Por ejemplo, en la linea (4) la sigla «PP 1, 3» significa 
que B se ha deducido por el modus ponendo ponens de las lineas (1) y (3). 
Analogamente, en la linea (5) se ha deducido de la C por medio de la re¬ 
gia PP de las lineas (2) y (4). Observese que se puede utilizar una linea 
que se ha deducido, junto con otras lineas, para deducir una nueva linea. Cada 
linea que puede ser justificada ya sea como una premisa o por el uso de una 
regia, se puede utilizar en otros pasos posteriores de la demostracion. 

Antes de intentar hacer algunas demostraciones cortas, consideremos 
todavia un ejemplo. Se suponen dadas las premisas siguientes y se quiere 
demostrar R : 

(1) S —> —.T P 

(2) S P 

(3) ~~iT —> R p 

(4) -iT PP l, 2 

(3) R PP 3, 4 
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Se utiliza el modus ponendo ponens para deducir una linea (4) y en- 
tonces se puede aplicar el modus ponendo ponens a aquella linea y a otra, 
tal como la (3) para deducir la conclusion (3). Se da un paso (permitido por 
una regia) y despues se puede dar otro paso usando la proposicion deducida. 


Ejercicio 3 


A. En cada uno de los ejercicios siguientes se ha de demostrar que una 
proposicion es consecuencia logica de las premisas dadas. Deducir la conclu¬ 
sion, escribiendo la abreviatura que corresponde a la regia que permite obte- 
ner cada linea, y cuando se empleen lineas deducidas anteriormente, indicar 
el numero de cada linea que ha sido utilizada al aplicar la regia. 


1. Demostrar: —iT 

(1) R —> —iT P 

(2) S —► R P 

(3) S P 

(4) 

(5) 

2. Demostrar: G 

(1) —iH —> —i J P 

(2) —iH P 

(3) —iJ —> G P 

(4) 

(5) 


3. Demostrar: C 

(1) A —> B & D P 

(2) B & D —> C P 

(3) A P 

(4) 

(5) 

4. Demostrar: M V N 

(1) -ij —> M V N P 

(2) F V G —+ —iJ P 

(3) F V G P 

(4) 

(5) 


5. Demostrar: —iS 

(1) T P 

(2) T —> —iQ P 

(3) -.Q—>-.S P 

(4) 

( 5 ) 

B. Simbolizar cada una de las proposiciones de los conjuntos siguientes y 
demostrar que la conclusion (la proposicion que empieza por «Por tanto...») 
es consecuencia logica. Se seguira el mismo metodo de las demostraciones 
de la pag. 50. 


1. Si 2 es mayor que 1, entonces 3 es mayor que 1. 
Si 3 es mayor que 1, entonces 3 es mayor que 0. 
2 es mayor que 1. 

Por tanto, 3 es mayor que 0. 
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2 . *+ 1 = 2 .* 

Si *+1=2 entonces y + 1 = 2. 

Si y+ 1=2 entonces *=jy. 

Por tanto, *=jy. 

3. Si * + 0=jy entonces x=y. * + 0=jy. 

Si x—y entonces * + 2=;y + 2. 

Por tanto, * + 2=jy + 2. 

4. Si *>jy y y>z entonces x>z. 
x>y y y> z . 

Si *>z entonces *>10. 

Por tanto, *>10. 

5. Si x—y y y = z entonces x = z. 

Si x = z entonces z = x. 

x=y y y=. Z . 

Por tanto, z = x. 

6. Si se levanta aire humedo, entonces refrescara. 

Si refresca, entonces se formaran nubes. 

Se levanta aire humedo. 

Entonces se formaran nubes. 

C. No existe limitacion respecto al numero de veces que se puede aplicar 
en una demostracion la regia modus ponendo ponens. Los ejercicios que 
siguen requieren mas de dos aplicaciones. Deducir la conclusion que se desea 
demostrar, expresando la regia aplicada para deducir cada llnea e indicando 
las lmeas que se han utilizado al aplicar la regia. 


Demostrar: — iN 

Demostrar: B 


(1) R —> —iS 

P 

LU 

1 

o 

r 

P 

(2) R 

P 

(2) E — K 

P 

O 

T 

CO 

r 

S 

P 

(3) — 'G 

P 

(4) Q —> — iN 

P 

(4) K — ♦ — >L 

P 



(5) — i L —> M 

P 


Demostrar: R V S 

(6) M —► B 

P 


(1) C V D 

P 



(2) C V D — ► — iF 

P 



(3) — iF —► A & — iB 

P 



(4) A & — iB -> R V S P 



* Cuando para expresar una proposicion atomica se usan simbolos matema- 
ticos, no es necesario utilizar letras mayusculas para simbolizar la proposicion ato¬ 
mica, pues se utilizaran los simbolos matematicos como logicos. Por ejemplo, en el 
Ejercicio 2, Seccion B, las premisas se pueden escribir 

* + l =2 

* + 1=2 -> > + 1=2 

y +1=2 —► x— y 
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^Doble negation. La regia de doble negation es una regia simple que permite 
pasar de una premisa unica a la conclusion. Un ejemplo simple es el de una 
negacion de negacion, que brevemente se denomina «doble negacion*. Sea la 
proposicion: 

No ocurre que Ana no es un estudiante: 

^Que conclusion se puede sacar de esta premisa? Evidentemente, se puede 
decir: 

Ana es un estudiante. 

La regia de doble negacion tambien actua en sentido contrario. Por 
ejemplo, de la proposicion: 

Juan toma el autobus para ir a la escuela, 

se puede concluir la negacion de su negacion: 

No ocurre que Juan no toma el autobus para ir a la 
escuela. 

Asf la regia de doble negacion tiene dos formas simbolicas. 

(P) -n(P) 

-i-i(P) (P) 

La abreviatura para esta regia es DN. 

En los ejemplos siguientes, el uso de la doble negacion permite demos- 
trar una conclusion como consecuencia logica de una premisa. 

a ' (0 R P b. (1) —i—iA P 

(2) -r-iR DN 1 (2) A DN 1 

c. (1) —i— i(P & Q) P 
(2) P & Q DN 1 

Ahora que se conocen ya dos reglas de inferencia se pueden hacer de- 
mostraciones cortas que requieran el uso de ambas. Considerese el ejemplo 
que sigue en el que el modus ponendo ponens, PP, y la doble negacion, DN, 
se utilizan para llegar a la conclusion: 

(1) P —> Q P 

(2) P P 

(3) Q PP 1, 2 

(4) —i—iQ DN 3 
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En la demostracion hay dos premisas y dos lineas derivadas. La linea (3) se 
deriva de las lineas (1) y (2) por el modus ponendo ponens. La linea (4) 
se deduce de la linea (3) por la regia de la doble negacion. 


Ejercicio 4 

A. ^Que conclusiones se pueden sacar de cada una de las proposiciones 
siguientes por la doble negacion? 

1. Todos los mamiferos son animales de sangre caliente. 

2. No ocurre que el nucleo de un atomo no esta cargado positiva- 
mente. 

3. El granito es un tipo de mineral igneo. 

4. En los Estados Unidos las elecciones presidenciales tienen lugar cada 
cuatro anos. 

5. No ocurre que un quinto no es el veinte por ciento. 


B. En cada uno de los siguientes grupos de premisas deducir una conclusion, 
cuando sea posible, por el modus ponendo ponens. Si la regia modus ponendo 
ponens no se puede aplicar a las premisas, indicarlo poniendo «no PP». 


1. 

(i) 

P & Q-»R 

4. 

(1) s 


(2) 

R 


(2) S —> ~iP 

2. 

(1) 

Q —> R V S 

5. 

(1) S —> T & U 


(2) 

Q 


(2) T & U 

3. 

(1) 

—i—iR 

6. 

(1) —i—iP —> Q 


(2) 

Q —> —i—iR 


(2) —i—iP 


C. Poner la letra C junto a cada afirmacion cierta. Poner la letra F junto 
a cada afirmacion falsa. 

1. De —i— iR se puede deducir R. 

2. De S se puede deducir —iS. 

3. De P —* Q y P se puede deducir Q. 

4. De Q se puede deducir —i—iQ. 

5 . De R — > S y S se puede deducir R. 


D. Demostrar que las conclusiones son consecuencia logica de las premisas 
dadas en cada uno de los ejemplos que siguen. Dar la demostracion completa 
como en los ejemplos anteriores; es decir, se ha de numerar cada linea, in- 
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dicar la abreviatura de la regia usada, y los numeros de las lineas de las que 
se ha deducido cada linea en la demostracion. 


1. Demostrar: —i >T 


4. Demostrar: P V Q 


(1) S —> T 

P 

(1) R —* —i—>(P V Q) 

P 

(2) S 

P 

(2) R 

P 

S-nr ft) 


(3) 

(4) 


2. Demostrar: B 


5. Demostrar: —i—iN 


(1) -.A 

P 

(1) M —> ~iP 

P 

(2) — iA —* —i—iB 

P 

(2) —iP —> N 

P 

(3) 


(3) M 

P 

(4) 


(4) 




(5) 




(6) 


3. Demostrar: G 


6. Demostrar: Q 


(1) H — > —i—iG 

P 

(1) J —> K & M 

P 

(2) H 

P 

(2) J 

P 

(3) 


(3) K & M —> —i—iQ 

P 

(4) 


(4) 




(5) 




(6) 



Modus Tollendo Tollens. La regia de inferencia que tiene el nombre latino 
modus tollendo tollens se aplica tambien a las proposiciones condicionales. 
Pero en este caso, negando (tollendo) el consecuente, se puede negar (tollens) 
el antecedente de la condicional. La deduccion siguiente es un ejemplo del 
uso del modus tollendo tollens. 

Premisa 1. Si tiene luz propia, entonces el astro es una estrella. 

Premisa 2. El astro no es una estrella. 

Conclusion. Por tanto no tiene luz propia. 

Se simbolizara el ejemplo de la manera siguiente: 

Sea 

P = «Tiene luz propia» 

Q= «E1 astro es una estrella». 

P -> Q 


—iQ 
-«P 
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9 La abreviatura del modus tollendo tollens es TT. 

Cuando el antecedente o el consecuente es una proposition molecular, 
puede usarse el parentesis para mayor claridad: 

(P) - (Q) 

-i(Q) 

-i(P) 

Por tanto, la regia modus tollendo tollens permite pasar de dos pre- 
misas: (a) una proposition condicional, y (b) una proposition que niega el 
consecuente, a una conclusion que niega el antecedente. 

Otro ejemplo puede aclarar todavfa la afirmacion anterior. La propo¬ 
sition condicional es: 

Si es por la manana, entonces el sol estara en el Este. 

Se niega el consecuente: 

El sol no esta en el Este. 

Entonces se puede negar el antecedente: 

Por tanto, no es por la manana. 

La regia se aplica a todo conjunto de premisas de esta forma. El ante¬ 
cedente o el consecuente pueden ser proposiciones moleculares o proposicio- 
nes atomicas. En los ejemplos siguientes, se usa la regia modus tollendo 
tollens; en cada uno de ellos una de las premisas es una condicional, y la otra 
premisa niega el consecuente. 

*■ 0) R-S P b. (1) Q & R —> S P 

(2) -iS P (2) -.S P 

(3) -iR TT 1, 2 (3) —i(Q & R) TT 1, 2 

c. (1) P —► ~|Q P 

(2) —i—iQ P 

(3) -iP TT 1, 2 

Observese que en el ultimo ejemplo se niega una negation, lo que da 
lugar a una doble negation: se niega —iQ es decir, se toma como premisa 

—i—i Q. 

Se considera ahora un ejemplo de una demostracion en el que se aplican 
las tres reglas expuestas hasta aqui. Se trata de demostrar —i—iR. 

(1) P —> Q P 

(2) —iQ P 
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(3) —iP —> R P 

(4) -.P TT 1, 2 

(5) R PP 3, 4 

(6) —i—iR DN 5 


Repasar este ejemplo para asegurarse que se puede seguir cada uno de los 
pasos. Se da ahora otro ejemplo en el que solo se usan dos reglas. Se desea 
demostrar A. 


(1) —iA —» —iB 

P 

(2) B 

P 

(3) —i—iB 

DN 2 

(4) —i—i A 

TT 1, 3 

(5) A 

DN 4 


El uso de la doble negacion es aqui importante. Se necesita la negacion del 
consecuente en la primera premisa para poder aplicar la regia TT. El con- 
secuente es —iB. La negacion de esta proposicion molecular se consigue ante- 
poniendo el simbolo que corresponde al «no»; y asi, —i—iB niega a —iB. No 
se tiene —i—iB en las premisas, pero se puede deducir de la segunda pre¬ 
misa B. Observese que esto es lo que se ha realizado en la linea (3). Utili- 
zando el modus tollendo tollens se tiene la negacion del antecedente. El 
antecedente es —iA de manera que su negacion es — i — iA. Finalmente, todo se 
reduce a aplicar la regia DN otra vez, para obtener A de —i—iA. 

Ejercicio 5 

A. ^Que conclusion se puede deducir de cada uno de los con juntos de 
premisas siguientes utilizando la regia TT? Escribir las conclusiones en Cas¬ 
tellano. 

1. Si la luz fuera simplemente un movimiento ondulatorio continuo, 
entonces la luz mas brillante daria lugar siempre a una emision de 
electrones con mayor energia que los originados por luz mas tenue. 
La luz mas brillante no siempre emite electrones con mayor energia 
que los originados por luz mas tenue. 

2. Si un angulo de un triangulo es mayor de 90 grados, entonces la suma 
de los otros dos angulos es menor de 90 grados. La suma de los 
otros dos angulos no es menor de 90 grados. 

3. Si el arriendo se mantiene valido, entonces el dueno es responsable 
de las reparaciones. El dueno no es responsable de las reparaciones. 

4. Si llovio la pasada noche, entonces las pistas se han limpiado. Las 
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pistas no se han limpiado. 

5. Jose no es mi hermano. Si Susana es mi hermana, entonces Jose 
es mi hermano. 

B. Deducir una conclusion de cada uno de los conjuntos de premisas si- 
guientes, aplicando la regia del modus tollendo tollens. 


1. (1) Q —> R 

P 

4. (I) Q —> —iR 

P 

(2) -iR 

P 

(2) —i—iR 

P 

(3) 


(3) 


2. (1) —iP —► Q 

P 

5. (1) P —> Q & R 

P 

(2) -iQ 

P 

(2) -i(Q & R) 

P 

(3) 


(3) 


3. (1) R —► S 

P 

6. (1) P V Q —> R 

P 

(2) --S 

P 

(2) --R 

P 

(3) 


(3) 


C. Demostrar que las conclusiones 

son consecuencia de las premisas 

dadas. 

Indicar la demostracion completa. 



1. Demostrar: C 


2. Demostrar: F 


(1) -iB 

P 

(1) G —> H 

P 

(2) A -» B 

P 

(2) —'G —* —i—iF 

P 

(3) —iA —> C 

P 

(3) --H 

P 

3. Demostrar: R & S 


4. Demostrar: E 


(I) P —> —iQ 

P 

(1) F 

P 

(2) Q 

P 

(2) —iE —» —iF 

P 

(3) —iP —> R & S 

P 




5. Demostrar: —iS 

(1) S —> —iR 

(2) R 


P 

P 


Mas sobre la negacion. La regia de doble negacion se utiliza frecuentemente 
con modus tollendo tollens, y con otras reglas que se introduciran seguida- 
mente. Puesto que el uso de la regia de doble negacion en conjuncion con 
la TT, esencialmente tiene siempre la misma forma, se pueden acortar de- 



INFERENCIA LOGICA 


59 


ducciones, introduciendo una extension de la definicion de negacion: 

P es la negacion de P 

Ya se sabe que — iP es la negacion de P , y podemos aplicar la regia de doble 
negacion para lograr esta extension de la definicion de negacion. Dado — iP, 
su negacion es — i — iP, pero en virtud de la regia de doble negacion, se obtiene 
la proposition equivalente P. Esta regia solo permite simplificar, pero en si 
no es una regia nueva de demostracion. 

Teniendo presente que P es la negacion de — iP se simplifican las de- 
mostraciones, como en el caso siguiente: 

(1) A —> —iB P 

(2) B P 

(3) —iA TT 1, 2 

De las dos premisas se obtiene la negacion de A sin mas que aplicar TT. 
Teniendo en cuenta que A es la negacion de —iA resulta la negacion de B , 
es decir, —iB. Sin esta extension de la definicion de negacion, la deduction 
requiere una nueva lfnea en la que se aplica la regia de doble negacion. 


(1) A —> ~iB P 

(2) B P 

(3) —i—>B DN 2 

(4) -iA TT 1, 3 


Observese que el efecto de reconocer P como negacion de —iP es extender 
el TT a la forma logica siguiente: 

P —> ~iQ 
Q 


-iP 


Otra extension analoga del TT se refiere al antecedente de la premisa con- 
dicional: 



-iP —> Q 
—iQ 

P 
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Esta extension se usa en el ejemplo siguiente: 

(1) —iA —* B P 

(2) -iB P 

(3) A TT 1, 2 

Si A no se reconociera como negacion de —iA, esta deduccion necesitaria la 
linea adicional usual para aplicacion de la regia de doble negacion. 


(1) —iA —> B P 

(2) -iB P 

(3) —.—.A TT 1, 2 

(4) A DN 3 

Se puede utilizar esta extension del TT en el antecedente y el consecuente, 
como se ve en el ejmplo 

(1) -iP — -iQ P 

(2) Q P 

(3) P TT 1, 2 


Una ilustracion de estas ideas en una deduccion, utilizando proposiciones 
matematicas, es la siguiente. Se quiere demostrar que x = 0, y se tienen tres 
premisas. 


( 1 ) 

(2) *=y 

(3) X9^z 

(4) x^y 

(5) * = 0 


x —y P 
x — z P 
P 

TT 2, 3 
TT 1, 4 


Observese que se obtiene la linea (5) de las lineas (1) y (4) puesto que 
«* = 0» es la negacion de «x?± 0». 


Ejercicio 6 

A. Usando la regia: P es la negacion de — iP, evitar la regia de doble 
negacion en las deducciones siguientes. 


1. Demostrar: — ,p 

(1) P-* -iQ 

(2) Q 


2. Demostrar: —iA 

(1) A->-iC 

(2) B -> C 

(3) B 


P 

P 


P 

P 

P 
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3. Demostrar: p 

(1) iP > 'Q P 

(2) Q P 

4. Demostrar: A 

(1) P 

(2) —iB —> —iC P 

13) C P 


5. Demostrar: —iS 

(1) P —> Q P 

(2) Q-»R P 

(3) S —> — iR P 

(4) P P 

6. Demostrar: —iA 

(1) A —B P 

(2) B — > C P 

(3) C->D P 

(4) -iD P 


B. Teniendo en cuenta que «* = 0» es la negation de «X 7 tt 0 », evitar la regia 
de doble negation en las deducciones siguientes. 


1. Demostrar: x = 0 

(1) Xt*0 —> x+y?*y P 


(2) x+y=y P 

2. Demostrar: X5*0 

(1) * = 0 —> x5*y P 

(2) *=Z -> x=y P 

(3) * = z P 

3. Demostrar: x—y 

(1) xj^y —> x -^z P 

(2) -» x?*0 P 

(3) x = 0 P 


4. Demostrar: x^O 

(1) x=y —> x — z P 

(2) x = z -*• x=l P 

(3) x = 0 -> XT* 1 P 

(4) x=y P 

I 

5. Demostrar: x5*y 

(1) x=y -»• y = z P 

(2) y = z —» y = w P 

(3) y = w -* y= 1 P 

(4) P 

6. Demostrar: * = 0 

(\) x 5*0 — > y — 1 P 

(2) x—y — > y — w P 

(3) y = w —> y5*\ P 

(4) x=, P 


Adjuncion y simplification. 
misas. La primera es 

La segunda es 


Se suponen dadas dos proposiciones como pre- 
Jorge es adulto. 


Maria es adolescente. 


Si ambas proposiciones son verdaderas, entonces se podrian juntar en una 
proposition molecular utilizando el termino de enlace «y» y se tendria una 
proposition verdadera que se leeria 


Jorge es adulto y Maria es adolescente. 
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Si ambas premisas son ciertas, entonces la conclusion tendrfa que ser cierta. 
La regia que permite pasar de las dos premisas a la conclusion se denomina 
regia de adjuncion. Se indica abreviadamente por A. 

De manera simbolica se puede ilustrar la regia asf: 

De las premisas P 

Q 

se puede concluir P & Q 
o se puede concluir Q & P. 

Con parentesis, la regia se presenta de la manera siguiente: 

De las premisas (P) 

(Q)_ 

se puede concluir (P) & (Q) 
o se puede concluir (Q) & (P). 


Los perentesis en la conclusion son necesarios solo si P o Q son proposi- 
ciones moleculares que no sean negaciones. 

El orden de las premisas es indiferente. En el primer ejemplo se hubiera 
podido concluir «Maria es adolescente y Jorge es adulto». El significado 
no cambiaria. Si se tiene la proposicion Q como una premisa, seguida de la 
proposicion P como una premisa, la conclusion puede muy buen serp & Q. 
ya que por una parte el orden de las lmeas a las que se aplica la regia es 
indiferente, y tambien porque en la conjuncion se puede alterar el orden. 

A continuacion se dan varios ejemplos en los que se utiliza la regia de 
adjuncion. 


(1) p 

P 

b. (1) Q & S 

P 

(2) —iR 

P 

(2) —'T 

P 

(3) P & —iR 

A 1, 2 

(3) —iT & (Q & S) 

A 


c. (1) T 

P 



(2) U 

P 



(3) U & T 

A 1, 2 



1,2 


d. (1) P V Q 

(2) Q V R 

(3) (P V Q) & (Q V R) 



2 


Consideremos ahora un ejemplo en el que precisamente se emplea la 




INFERENCIA L6GICA 


63 


regia opuesta a la que se acaba de estudiar. Se tiene una premisa que dice: 

El cumpleanos de Marla es el viernes y el mlo el sabado. 

De esta premisa se pueden deducir dos proposiciones. Una conclusion es: 

El cumpleanos de Marla es el viernes. 

La otra conclusion es: 

El mlo es el sabado. 

Si la premisa es cierta, cada una de las conclusiones es tambien cierta. La 
regia que pemite pasar de una conjuncion a cada una de las dos propo- 
siones que estan unidas por & se denomina regia de simplification. Esta 
regia se designa abreviadamente por S. 

En forma simbolica la regia de simplificacion es: 


De la premisa P & Q 

se puede concluir P 
o se puede concluir Q 
Anadiendo parentesis, la regia es: 


De la premisa (P) & (Q) 

se puede concluir (P) 

o se puede concluir (Q). 

Con los parentesis se hace resaltar que la premisa ha de ser una conjuncion. 
La regia de simplificacion no se puede aplicar a P & Q —> R cuyo significado 
es: (p & Q) —> R; pero se puede aplicar a P & (Q —> R) obteniendo 
P 0 Q- 4 R. 

Ejemplos del uso de la regia de simplificacion son 


a. (1) (P V Q) & R P 
(2) R SI 

c. (1) (P V Q) & R P 

(2) P V Q SI 


b. (1) Q & S 
(2) Q 

d. (1) T & -iV 
(2) —iV 


e. (1) (P & Q) & R P 

(2) P & Q SI 


P 

S 1 


P 

s 1 
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Ejercicio 7 

A. iQue conclusion o conclusiones se pueden deducir de cada uno de los 
conjuntos de premisas siguientes utilizando la regia A o la regia S? 

1. Una sociedad es una coleccion de individuos que buscan una forma 
de vida y la cultura es su forma de vida. 

2. El numero atomico del hidrogeno es 1. El numero atomico del helio 
„ es 2. 

3. Kofi habla la lengua Twi. Ama habla la lengua Ga. 

4. A Tomas le gusta esquiar y ha nevado en la montana. 


Esta inferencia es valida. Aquella no es valida. 


(1) Q & R P 

8. 

(1) R V S 

P 

(2) 


(2) Q 

P 

(1) (P V Q) & S P 

9. 

(1) S 

P 

(2) 


(2) T 

P 



(3) 


10. (1) Q & R 


P 


(2) S 


P 


(3) 





B. Probar que las conclusiones siguientes son consecuencia logica de las 
premisas dadas. Dar la demostracion completa. 

1. Demostrar: -,S 4. Demostrar: B & D 


(1) -iR & T P 

(2) S —► R P 

2. Demostrar: A & B 

(1) C —> A P 

(2) C P 

(3) C —> B P 

3. Demostrar: —i—iQ 

(1) P & Q P 


(1) B & C P 

(2) B —> D P 

5. Demostrar: —iS & Q 

(1) — iS — ► Q P 

(2) — i(T & R) P 

(3) S —► T & R P 

6. Demostrar: A & C 

(1) A & -iB P 

(2) —»C —> B P 


Disjunciones como premisas. Quiza se ha observado que en las reglas estu- 
diadas hasta ahora, se han estado utilizando conjunciones, condicionales, y 
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negaciones. En las reglas dadas aparecen los terminos de enlace: «y», «si... 
entonces...», y «no». Sin embargo, no se ha considerado, ni se ha dado nin- 
guna regia en la que interviniera el termino de enlace «o». No se han utili- 
zado disjunciones en las premisas cuando se deseaba mostrar el uso de una 
regia de inferencia. 

Antes de introducir una regia conviene, sin embargo, considerar el sig- 
nificado de una disjuncion en Logica. En el lenguaje corriente hay dos 
maneras posibles de usar la palabra «o». Algunas veces se quiere significar 
que se presenta una u otra de dos cosas, pero no las dos a la vez. Este es el 
sentido excluyente de«o». Por ejemplo, en la proposicion: 

Juan vive en el norte de Espana o vive en el sur de Espana 

se expresa que una de las dos proposiciones atomicas es cierta y la otra es 
falsa. 


En Logica, sin embargo, daremos un significado mas amplio a la dis¬ 
juncion. Se denomina sentido incluyente* En el sentido inclusivo, cuando se 
utiliza la palabra «o», se supone que por lo menos un miembro de la dis¬ 
juncion se presenta y quiza ambos. Supongase un cartel en una de las 
entradas de un estadio que diga: 

Los periodistas o fotografos han de entrar por aquf. 

El significado de la proposicion es la disjuncion: 

Los periodistas han de entrar por aquf, o los fotografos 
han de entrar por aquf. 

Es una disjuncion en sentido incluyente o sea, que por lo menos es cierto 
un miembro de la disjuncion y pueden serlo ambos. En el ejemplo, la propo¬ 
sicion significa que si una persona es un periodista ha de entrar por dicha 
puerta o si es un fotografo ha de entrar por dicha puerta. Ademas, los 
fotografos de la prensa, que sean a la vez periodistas, tambien entraran por 
la misma puerta. 

En Logica, una disjuncion significa que por lo menos un miembro de la 
disjuncion es cierto y quiza ambos lo son. Se ha de tener presente que en 
Logica se utiliza la palabra «o» en sentido incluyente y asf se evitara el error 
de creer que si un miembro de una disjuncion es cierto el otro ha de ser 
falso. Ambos pueden ser ciertos. La disjuncion dice simplemente que por lo 
menos uno es cierto. 

Con el significado logico de una disjuncion puesto en claro, £puede pen- 
sarse en una posible regia de inferencia que se aplique a una disjuncion? 


Suppes-Hill-5 
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Consideremos la siguiente proposition como premisa: 

O la production aumenta o el precio aumenta. 

Veamos si se puede imaginar una segunda premisa de manera que de las dos 
se pueda deducir una conclusion valida. La conclusion sera valid a cuando 
resulte de las premisas utilizando una «buena» regia de inferencia; y una 
regia es «buena» si equivale simplemente a asegurar que siempre que las 
premisas sean proposiciones ciertas la conclusion que resulta por aquella 
regia es una proposition cierta. Esto significa que reglas validas de deduction 
nunca permiten pasar de premisas ciertas a conclusiones falsas. 

Modus Tollendo Ponens. La regia anteriormente sugerida es la que se deno- 
mina modus tollendo ponens. Una vez mas, el nombre latino dice algo acerca 
de la regia. Dice que negando (tollendo) un miembro de una disjuncion se 
afirma (ponens) el otro miembro. 

Simbolicamente, el modus tollendo ponens se puede expresar- 


De la premisa 

PVQ 

y la premisa 


se puede concluir 

Q 

De la premisa 

PVQ 

y la premisa 

—iQ 

se puede concluir 

P 


La abreviatura para modus tollendo ponens es TP. 


;is, modus tollendo 

ponens se puede escribir: 

De 

(P) V Q 

y 

-i(P) 

se deduce 

(Q) 

De 

(P) V (Q) 

y 

~'(Q) 

se deduce 

(P) 


Supongase que se tiene como premisa la disjuncion 


O esta sustancia contiene hidrogeno o contiene oxigeno 
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La segunda premisa dice 

Esta sustancia no contiene hidrogeno. 

Por medio de el modus tollendo ponens se puede concluir: 

Esta sustancia contiene oxigeno. 

Para aclarar la forma de esta inferencia, se puede simbolizar el ejemplo 
anterior. Sea 

P = «Esta sustancia contiene hidrogeno» 

Q = «Esta sustancia contiene oxigeno». 

La demostracion de la conclusion es: 

(1) P V Q P 

(2) -nP P 

(3) Q TP 1, 2 


Observese que una premisa (la negacion) niega una parte de la disjuncion. La 
conclusion afirma precisamente la otra parte. No importa cual sea el miembro 
negado, el derecho o el izquierdo. La disjuncion dice que por lo menos un 
miembro se cumple; por tanto, si se encuentra que uno de los miembros no 
se cumple, se sabe que el otro ha de cumplirse. 

Una disjuncion en Logica significa que por lo menos una de las dos 
proposiciones es cierta y quiza ambas. Supuesto que se tiene una premisa 
que dice que un miembro de la disjuncion es cierto, £se puede concluir algo 
sobre el otro miembro? Por ejemplo, considerese la proposicion anterior sobre 
oxigeno e hidrogeno. Si la segunda premisa hubiera sido «La sustancia tiene 
hidrogeno», £que se podria concluir del oxigeno, en caso de poder concluir 
algo? No se podria concluir nada. 

Veanse los ejemplos que siguen. Son ejemplos del uso de la regia modus 
tollendo ponens. Estas reglas no estan limitadas a proposiciones atomicas. 
Igual que los otros tipos de proposiciones, la disjuncion tiene lugar entre 
proposiciones moleculares de igual manera que entre proposiciones atomicas. 
Observese que en muchas proposiciones se necesitan parentesis para indicar 
cual es el termino de enlace dominante. 


b. (1) (P & Q) V S P 

(2) —iS P 

(3) P & Q TP 1, 2 


*• (1) Q V R 

(2) -iR 

(3) Q 


P 

P 

TP L 2 
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c. (1) nSVT p d. (1) nPVnQ P 

(2) -iT P (2) -nP P 

(3) —iS TP 1, 2 (3) hQ TP 1, 2 

e. (1) (P & Q) V (R & S) P 

(2) -i(P & Q) P 

(3) R & S TP 1, 2 


Se usa tambien el hecho de ser P la negacion de nP al aplicar modus 
tollendo ponens, como se muestra en los ejemplos siguientes. 


a. (1) 

0 

< 

J 

TO 

P 

b. (1) — i(P & Q) V S 

P 

(2) 

R 

P 

(2) P & Q 

P 

(3) 

Q 

TP 1, 2 

(3) S 

TP 1, 2 



c. (1) -iS V T 

P 




(2) S 

P 




(3) T 

TP 1, 2 




Ejercicio 8 



A. cQue conclusion, en forma de proposition escrita en Castellano, se puede 
deducir de cada uno de los conjuntos de premisas siguientes utilizando la 
regia TP? 


1. Este hombre o es un abogado o es un politico. No es un abogado. 

2. El puerto de Nueva Orleans o esta en el golfo de Mejico o esta en el 
oceano Atlantico. No esta en el oceano Atlantico. 

3. O la energia interna de un atomo puede cambiar con continuidado 
cambia solo a saltos. La energia interna de un atomo no puede cam¬ 
biar con continuidad. 

4. Juan o ha terminado el libro o no ha ido a devolverlo hoy a la 
biblioteca. Juan no ha terminado el libro. 

5. O hace frio y llueve o el festival se celebrara al aire libre. Ni hace 
frio ni llueve. 


B. Deducir una conclusion de cada uno de los siguientes conjuntos de pre¬ 
misas usando el modus tollendo ponens. 


(1) -iQ V R 

P 

3. (1) -iT V -.R 

P 

(2) ~'R 

P 

(2) 

P 

(1) T V (P-» Q) 

P 

4. (1) P V Q 

P 

(2) -if 

P 

(2) -iQ 

P 
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5. (1) (S & T) V R 

P 

9. (1) -.(P & Q) 

P 

(2) —i(S & T) 

P 

(2) T V (P & Q) 

P 

6. (1) (P & Q) V S 

P 

10. (1) T V U 

P 

(2) --S 

P 

(2) —iT 

P 

7. (1) -.Q V R 

P 

11. (1) S V -iT 

P 

(2) -.-.Q 

P 

(2) T 

P 

8. (1) ~iT 

P 

12. (1) —i(S & R) V T 

P 

(2) T V iS 

P 

(2) S & R 

P 

13. 

(1) -i(P-> Q) V R P 



(2) P —> Q 

P 


C. Demostrar que las conclusiones son 

consecuencia de las premisas 

dadas 

en los ejercicios que siguen. Dar una demostracion completa. 


1. Demostrar: P 


4. Demostrar: A & B 


(1) P V Q 

P 

(1) B 

P 

(2) ~iT 

P 

(2) B —> —iD 

P 

(3) Q^T 

P 

(3) A V D 

P 

2. Demostrar: B 


5. Demostrar: H 


(1) ~iA V B 

P 

(i) 

P 

(2) -iA - E 

P 

V2) S V (H V G) 

P 

(3) -iE 

P 

(3) ~iG 

P 

3. Demostrar: M 


6. Demostrar: p 


(1) S & P 

P 

(1) T-> P V Q 

P 

(2) M V -iN 

P 

(2) i iT 

P 

(3) S —» N 

P 

(3) -iQ 

P 

7. 

Demostrar: R 




(1) —iQ V S 

P 



(2) 

P 



(3) —i(R & S) 

—> Q P 



D. Primero simbolizar las premisas y conclusiones siguientes. Despues de- 
mostrar que las conclusiones son consecuencia logica de las premisas. Recuer- 
dese que cuando las proposiciones atomicas estan ya simbolizadas por sim- 
bolos matematicos, no hace falta utilizar letras mayusculas. Conservar las 
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proposiciones atomicas con sus sfmbolos matematicos y simbolizar los ter- 
minos de enlace. 

1. O x — y o x = z. 

Si x = z entonces* = 6. 

No es * = 6. 

Por tanto, x=y. 

2. A la vez 1 + 1 = 2 y 2 + 1 = 3. 

O 3—2=1 o no ocurre que 2 — 1 = 1. 

Si 1 + 1=2 entonces 2—1 = 1. 

Por tanto, 3 — 2= 1. 

3. Si 0 9^ x entonces x9^y. 

O x—y o x — z. x^z. 

Por tanto, * = 0. 

4. O * = 0 o x—y. 

Si x =y entonces * = z. xt^z. 

Por tanto, * = 0. 

5. Si x—y entonces * = z . 

Si x — z entonces x — w. 

O x—y o x = 0. 

Si * = 0 entonces x + u = 1. x + ut*\. 

Por tanto, x = w. 


• 2.3 Deduction propositional 

Hemos aprendido algunas reglas de buena inferencia que permiten pasar 
logicamente de un conjunto de afirmaciones a otra afirmacion. De la pro- 
posicion P —» Q y la proposicion P, por ejemplo, se puede deducir la pro- 
posicion Q. 

Se ha visto tambien que se puede demostrar que una conclusion se 
deduce logicamente de un conjunto de premisas, aun cuando no se pueda 
ir directamente de las premisas a la conclusion en un solo paso. Yendo por 
pasos sucesivos, cada uno permitido por una regia, es posible alcanzar ia 
conclusion deseada. Si es asi, se ha demostrado que la conclusion es conse- 
cuencia logica de las premisas dadas. 

Con el manejo de unas pocas reglas, empezamos a aprender el metodo 
de las deducciones formales. Es decir, hemos aprendido el camino preciso 
de demostrar que los razonamientos son validos. Un razonamiento es simple 
mente un conjunto de proposiciones como premisas y una conclusion deducida 
de estas premisas. Cuando decimos que es valido entendemos que la con¬ 
clusion es consecuencia logica de las premisas. Una deduccion formal es una 
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serie de proposiciones o pasos, en la cual cada paso o es una premisa o esta 
deducido directamente de los pasos que le preceden por medio de una deter- 
minada regia. 

En la introduccion a este capitulo, se comparaban las reglas de la Lo- 
gica a las de un juego; y se puede imaginar la deduccion como la realizacion 
de un juego. Se han aprendido reglas suficientes para hacer una deduccion 
simple. La deduccion o demostracion es el juego y las reglas del juego son 
precisamente las reglas de inferencia. Se puede hacer cualquier movimiento, 
dar cualquier paso que esta permitido por una regia, y se ha de poder jus- 
tificar cada paso dado indicando la regia seguida. El objetivo que nos pro- 
ponemos alcanzar en este juego es la conclusion establecida. El proposito 
de cada movimiento que se hace, es avanzar un paso acercandose al objetivo. 
La posicion de partida con la que se inicia el juego es un conjunto de pre- 
misas. Las premisas estan justificadas por la regia de premisas que es: 

Una premisa puede ser introducida en cualquier punto 
de una deduccion. 

La aplicacion de las reglas no depende del uso que se haya hecho de 
las mismas en lineas anteriores. 

La regia de las premisas se ha utilizado ya al principio de las deduccio- 
nes. Como esta regia es familiar, la P para la regia de premisas se omitira 
corrientemente cuando se da un problema en forma simbolizada. En deduc- 
ciones formales, sin embargo, se escribira una P antes de cada premisa 
dada, para indicar que las lfneas estan justificadas por la regia de pre¬ 
misas. 

Resumiendo, se empieza con un conjunto de premisas y el objeto es 
pasar de estas premisas a una conclusion particular. Cada movimiento que 
se hace, cada linea que se escribe debajo, ha de ser permitido por una regia 
de inferencia definida. 

Hemos aprendido a efectuar deducciones simples. Ahora se considera- 
ran algunas deducciones complicadas. 

Consideremos el razonamiento del siguiente ejemplo: 

Ejetnplo a. 

Si la ballena es un mamifero entonces toma oxigeno del aire. Si toma su 
oxigeno del aire, entonces no necesita branquias. La ballena es un mamifero 
y vive en el oceano. Por tanto, no necesita branquias. 

La conclusion que se desea demostrar o deducir es la proposicion «no 
necesita branquias». (La palabra, «por tanto», pone de manifiesto que la 
proposicion final es la conclusion del razonamiento.) 

El primer paso en este proceso es simbolizar el razonamiento de manera 
que la deduccion sea perfectamente clara. 
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Sea 

W= «La ballena es un mamifero» 

0= «Toma su oxigeno del aire» 

G= «Necesita branquias» 

H = «Habita en el oceano». 

Entonces 

la primera premisa es W —► O 

la segunda premisa es O —* —iG 

la tercera premisa es W & H 
la conclusion es —iG. 

La deduccion proposicional se puede escribir como se indica a conti- 
nuacion: 

(1) W -> O P 

(2) O-^-iG P 

(3) W & H P 

(4) W S3 

(5) O PP 1, 4 

(6) —iG PP 2, 5 

Los tres primeros pasos son premisas. Los pasos 4, 5 y 6 estan justificados 
por reglas de inferencia aplicadas a lineas anteriores. A la derecha de cada 
paso o linea, se indica la manera como se justifica aquella linea. Por ejem- 
plo, puesto que las tres primeras lmeas son premisas, se escribe la letra P a 
la derecha de aquellas lmeas. Estas lmeas son dadas y no deducidas y, por 
tanto, no necesjtan ninguna otra justification. 

La lmea 4 se deduce de la linea 3 por la regia de simplification. Por 
tanto, se escribe la abreviatura de la regia S a la derecha de aquella linea, 
seguida del numero de la linea de la que se ha deducido. La linea 5 se ob- 
tiene de las lineas 1 y 4 por modus ponendo ponens. Considerando la linea 
1,W —-► O, y la linea 4, W, se puede ver rapidamente que modus ponendo 
ponens nos permite obtener O Este movimiento se indica por la abrevia¬ 
tura del nombre de la regia PP, y el numero de las lineas de las que se ha 
deducido la linea 5. De forma analoga se indica que la linea 6 se ha deducido 
por modus ponendo ponens de las lineas 2 y 5. 

Puesto que la linea 6 representa la conclusion deseada, objetivo de 
nuestra deduccion, la deduccion es completa. Se ha demostrado que —iG 
es consecuencia logica de las tres premisas del razonamiento. Asi, puesto 
que —iG representa la proposition «No necesita branquias» en el razona¬ 
miento puesto como ejemplo se ha demostrado que la conclusion de aquel 
razonamiento es valida. Este es un ejemplo de una deduccion formal. 
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A fin de que cada paso de la demostracion resulte perfectamente claro 
a todos aquellos que lo lean, nos atendremos estrictamente a la forma indi- 
cada para hacer deducciones. No se olvide que un objetivo de la Logica es 
ser preciso. Para estar seguro de la precision, anotese cada paso que se 
efectue y el por que esta permitido. Para cada paso, escrfbase primero el 
numero de aquella lfnea, despues la proposition misma, y finalmente lo que 
justifica aquel paso por la abreviatura de la regia que lo ha permitido. Si el 
paso esta deducido de otras lfneas por una regia, entonces anadase el nu¬ 
mero o numeros de las lfneas de las que se ha deducido. 

Consideremos el siguiente razonamiento: 

Ejemplo b. 

Si la enmienda no fue aprobada entonces la Constitucion 
queda como estaba. Si la Constitucion queda como estaba 
entonces no podemos anadir nuevos miembros al comite. 

O podemos anadir nuevos miembros al comite o el infor¬ 
me se retrasara un mes. Pero el informe no se retrasara 
un mes. Por tanto la enmienda fue aprobada. 

Sea, 

A = «La enmienda fue aprobada» 

C = «La Constitucion queda como estaba» 

M = «Podemos anadir nuevos miembros al comite» 

R = «E1 informe se retrasara un mes». 

Entonces; 


(1) -iA—»C 

P 

(2) C —* —iM 

P 

(3) M V R 

P 

(4) —iR 

P 

(5) M 

TP 3, 4 

(6) -iC 

TT 2, 5 

(7) A 

TT 1, 6 


La conclusion del razonamiento es «La enmienda fue aprobada». El objetivo 
entonces es mostrar que la conclusion es consecuencia logica de las cuatro 
premisas del razonamiento. Primero se indican las letras con que se simboliza 
cada una de las proposiciones atomicas. Despues se simboliza cada una de las 
cuatro premisas y se indica que estan justificadas en la demostracion poniendo 
junto a cada una la letra «P». Lgs premisas son las cuatro prime'ras lfneas en 
la demostracion. 
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El movimiento siguiente es el intentar obtener la conclusion, que es A, 
utilizando las reglas aprendidas. La linea 5 se obtiene de las lineas 3 y 4 
por modus tollendo ponens, TP. La linea 6 se deduce de las lineas 2 y 5 por 
modus tollendo tollens, TT. La linea 7 se obtiene de las lineas 1 y 6 por 
modus tollendo tollens. Se ha mostrado que la conclusion del razonamiento 
se deduce de las premisas por medio de una deduccion formal. 

Consideremos la siguiente deduccion. 

Ejemplo c. 

Si Tomas tiene diecisiete anos, entonces Tomas tiene la 
misma edad que Juana. Si Joaquin tiene distinta edad que 
Tomas, entonces Joaquin tiene distinta edad que Juana. 

Tomas tiene diecisiete anos y Joaquin tiene la misma edad 
que Juana. Por tanto, Joaquin tiene la misma edad que 
Tomas y Tomas la misma que Juana. 

Sea 

E = «Tomas tiene diecisiete anos» 

S = «Tomas tiene la misma edad que Juana» 

T =«Joaquin tiene la misma edad que Tomas» 

J = «Joaqum tiene la misma edad que Juana». 

Entonces 


(1) E —► S 

P 

(2) — iT -»-.J 

P 

(3) E & J 

P 

(4) E 

S 3 

(5) S 

PP 1,-4 

(6) J 

S 3 

(7) T 

TT 2, 6 

(8) T & S 

A 5, 7 


Ejercicio 9 

A. En cada uno de los ejemplos siguientes demostrar que la conclusion es 
consecuencia de las premisas dadas. Hacer cada deduccion exactamente igual 
a como se han hecho las deducciones en los ejemplos anteriores, con lineas 
numeradas, abreviaturas para cada regia utilizada, e indicando ademas los 
numeros de las lineas empleadas para la deduccion de cada paso. 
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1. Si esta es una sociedad matriarcal, entonces el hermano de la madre 
es el cabeza de familia. Si el hermano de la madre es el cabeza de 
familia, entonces el padre no tiene autoridad. Esta es una sociedad 
matriarcal. Por tanto, el padre no tiene autoridad. 

2. O esta roca es una roca fgnea o es una roca sedimentaria. Esta roca 
es granito. Si esta roca es granito entonces no es una roca sedimen¬ 
taria. Por tanto, esta roca es una roca fgnea. 

3. Si Juan es mas alto que Pedro, entonces Marfa es mas baja que 
Juana. Marfa no es mas baja que Juana. Si Juan y Luis tienen la 
misma estatura, entonces Juan es mas alto que Pedro. Por tanto, Juan 
y Luis no tienen la misma estatura. 

4. Si A gano la carrera, entonces o B fue el segundo o C fue el segundo. 
Si B fue el segundo, entonces A no gano la carrera. Si D fue el se¬ 
gundo, entonces C no fue el segundo. A gano la carrera. Entonces, 
D no fue el segundo. 

5. Si el reloj esta adelantado, entonces Juan llego antes de las diez 
y vio partir el coche de Andres. Si Andres dice la verdad, entonces 
Juan no vio partir el coche de Andres. O Andres dice la verdad 
o estaba en el edificlo en el momento del crimen. El reloj esta ade¬ 
lantado. Por tanto, Andres estaba en el edificio en el momento del 
crimen. 


B. En los ejercicios que siguen, las premisas estan ya en forma simbolica 
Dar una deduccion completa de la proposition que sea desea demostrar. 


1. Demostrar: Q 

(1) S —> (P V Q) 

(2) S 

(3) -.P 

2 Demostrar: R 

(1) S —> —iT 

(2) T 

(3) -iS —> R 

3. Demostrar: S & T 

(1) P & R 

(2) P — > S 

(3) R —T 

4. Demostrar: —iS 
(1) T —> R 


(2) R —> — iS k' * 

(3) T 

5, Demostrar: T f 

(1) p -* s 

(2) -iS C <= 

(3) —iP —> T 

rm 

6. Demostrar: S & T 

(»p-s ' , 

(2) r-T 

(3) P 

Demostrar: S 

(1) P V Q 

(2) -.Q 

(3) P-+S 


POP. 
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8. Demostrar: S 

(2) P 

(1) T —> R 

(3) T —> —iQ 

(2) iR 

(4) T V S 

(3) T V S 


12. Demostrar: —iQ 

9. Demostrar: —iT 

(1) T V —>S 

(1) P-S 

(2) S 

(2) P & Q 

(3) Q —* —iT 

(31 (S & R1 -> -iT 

(4) Q —* R 

13. Demostrar: Q V 1 
(1) S —* —iT 

10. Demostrar: — iR 

(2) T 

(1) SVnR 

(3) —iS —> (Q V 

(2) T -» --S 

(3; T 

14. Demostrar: S 
(1) ~iT V R 

11. Demostrar: S 

(2) T 

(1) P^(Q & R) 

(3) —iS —»—iR 

15. Demostrar: —iR 

(1) Q & T 

(2) Q —► —iR 

(3) T--.R 


C. Dar una demostracion formal completa de los razonamientos siguientes: 

1. Demostrar: y + 8 < 12 

(1) * + 8=12 V 

(2) * = 4 & y<x 

(3) * + 8=12 & v<* -» jk + 8< 12 

2. Demostrar: x <4 & y< 6* 

(1) * + 2<6 -» *<4 

(2) > <6 V *+>><10 

(3) *+><10 & * + 2<6 

3. Demostrar: * = 5 & *^> 


* Por conveniencia se introducer! las notaciones < y > para «no es menor 
que» y «no es mayor que» de manera que « —i(*<y)» se puede escribir «*<>» 
y «-i(*>y)»se puede escribir «x>y». 
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(1) x=y —► x?*y + 3 

(2) x =y + 3 V x + 2=y 

(3) * + 2^ & x = 5 

4. Demostrar: jy>z 

(1) x=y —► * = z 

(2) —► *<z 

(3) *<z V j>>z 

(4) J^Z & *5^Z 

5. Demostrar: *<5 

(1) at <jy V x —y 

(2) x=y -> y *5 

(3) x<y & y = 5 —> x<5 

(4) > = 5 

6. Demostrar: tagfl^O.S?? 

(1) tag0 = O,577 —* sen0 = O,5OO & cos0 = O,866 

(2) sen0 = 0,500 & cos0 = O,866 —► cot0= 1,732 

(3) sec0= 1,154 V cot0^ 1,732 

(4) sec07*^ 1,154 

7. Demostrar: —i(jy > 7 V x=y) 

(1) *<6 

(2) y>l V x —y —> —i(y = 4 & x<y) 

(3) yj *4 —> *<6 

(4) x<6 —> x<y 

0. Demostrar: *>6 

(1) *>5 —> x = 6 V *>6 

(2) x?*5 & *<5 —► *>5 

(3) *<5 — *^3 + 4 

(4) * = 3 + 4 & *^6 

(5) * = 3 + 4 -► *^5 

9- Demostrar: * = 4 

(1) 3* + 2>=18 & * + 4>>=16 

(2) x = 2 -> 3* + 2>^18 

(3) x = 2 V jv = 3 

(4) *^4 -> j;^3 

■ 
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10. Demostrar: x<3 

(1) * + 2>5 x = 4 

(2) x = 4 —* x + 4<7 

(3) x + 4<7 

(4) * + 2>5 V (5 — a: >2 & x<3) 


• 2.4 Mas sobre parentesis 

En el primer capftulo se aprendio que los parentesis hacen el mismo papel 
en Logica que ciertos sfmbolos de puntuacion y ciertas palabras hacen en 
nuestro lenguaje cuotidiano. Los parentesis indican el agrupamiento en pro- 
posiciones moleculares, en las que distintas agrupaciones pueden dar lugar 
a distintos significados. Por ejemplo, una proposicion simbolizada en la 
forma: 


(A & B) V C 

no tiene el mismo significado que una proposicion simbolizada en la forma: 

A & (B V C). 

En el segundo agrupamiento se esta cierto de que se presenta A , y se esta 
cierto tambien que o B o C se presenta. En el primer agrupamiento no se 
esta cierto de ninguna de las proposiciones. Solo se sabe que o A & B o C 
se presenta. 

A1 deducir conclusiones de conjuntos de premisas es esencial el uso 
correcto de los parentesis, pues de otra forma no se puede estar seguro de 
la aplicacion de las reglas. Sea, por ejemplo, la proposicion: 

A & Q V R. 


Sin parentesis que indiquen el agrupamiento, no se puede decir cual es el 
termino de enlace dominante ni se puede decir si la proposicion es una 
conjuncion o una disjuncion. No se puede saber, pues, si se puede utilizar 
la ley de simplification o quiza el modus tollendo ponens. 

Se puede indicar el termino de enlace dominante utilizando parentesis. 
Si la proposicion esta agrupada en la forma: 


(P & Q) V R 
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entonces es una disjuncion y el termino de enlace dominante es «o». Es la 
disjuncion cuyo primer miembro es una proposicion molecular (una con¬ 
juncion) y cuyo segundo miembro es una proposicion atomica. Si esta agru- 
pada 

(2) P & (Q V R) 


entonces es una conjuncion. Se podria aplicar la regia de simplification a la 
proposicion (2) y deducir P, pero no se puede deducir P de la proposi¬ 
cion (1). Tanto el significado de los proposiciones como la aplicacion correc- 
ta de las reglas de inferencia dependen del uso correcto de los parentesis. 

Indicado el agrupamiento de las proposiciones simbolizadas, el parente¬ 
sis nos mostrara cual es el termino de enlace dominante en la proposicion. 
Se recordara que el termino de enlace condicional es mas fuerte que los de 
conjuncion, disjuncion o negation. Cuando se presenta en una proposicion 
con cualquiera de los otros, no es necesario el parentesis para indicar que es 
el termino de enlace dominante. Como «o» e «y» son igualmente fuertes 
se necesita parentesis para indicar cual es el dominante. Ambos «y» y «o» 
son mas fuertes que «no», de manera que —i se aplica solo a la proposicion 
mas corta delante de la que esta colocado, salvo que un parentesis indique 
que se aplica a una proposicion molecular mas larga, como ocurre en las 
proposiciones siguientes: 


-.(P -> Q) 
y 

~i(P V Q). 


Ejercicio 10 

A. <xTiene la proposicion —iQ & R distinto significado que la proposicion 
^>(Q & R) ? En caso afirmativo, explicar la diferencia. 

Supongase que una proposicion ha sido simbolizada en la forma: 
(~^Q & R) (jTiene esta proposicion el mismo significado que alguna de las 
del ejercicio A? 

Se supone que se ha dado como primera premisa la proposicion 
V R .La segunda premisa es la proposicion -n(Q V R). <[Se puede 
deducir una conclusion de estas premisas? ^Se pueae cambiar de sitio el 
parentesis de la segunda premisa y deducir una conclusion? Justificar la res- 
Puesta. 
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D. En cada una de las proposiciones siguientes, indicar cual es el termino 
de enlace dominante y que clase de proposicion es (conjuncion, disjuncion, 
negacion o condicional). 


1. nR VS 

2. P -> Q & R 

3. (P -> Q) & R 

4. A & B -> C 

5. P V (R & S) 

6. —i(Q & R) 

7. (P & Q) V (R & S) 

8. (A —> B) & (B —> C) 


9. -iA -> B V C 

10. —i(P —> Q) 

11. (A & B) V C 

12. (P & Q) -> (A & B) 

13. —i(P —> Q & R) 

14. P —> Q V R 

15. (P-> Q) V R 


E. Completar la simbolizacion de las proposiciones siguientes anadiendo 
parentesis donde sea necesario, de manera que la proposicion simbolizada co- 
rresponda al nombre que se le ha dado. 


1. P —► R & S 

A 

conjuncion 

2. P &ip V S) 

A 

conjuncion 

3. A & B)—> C 

A 

condicional 

4. \P & R V S 

A 

disjuncion 

5. t—.P — R 

A 

condicional 

6. iP r* R 

A 

negacion 

7. -iP &\—iR 

A 

conjuncion 

8. -iP & R 

A 

negacion 

9. B\V C 

A 

disjuncion 

10. A —> B V C 

A 

condicional 

11. P V Q) 

A 

negacion 

12. !-iP)V ‘Q\ 

A 

disjuncion 

13.(P —> Q j &( R —> S 

A 

conjuncion 

14. —i^nA B 

A 

negacion 

15. 71 ^ V (~>Q) 

A 

disjuncion 


F. Para cada uno de los conjuntos de premisas siguientes se ha establecido 
una conclusion. En algunos casos, la conclusion es consecuencia logica solo 
si se anaden parentesis que indiquen la agrupacion adecuada. Anadir los pa¬ 
rentesis cuando sean necesarios a fin de hacer la conclusion valida. 


1. P —> Q & R Premisa 
p Conclusion 


2. P — > Q & R Premisa 
~iQ & R Premisa 

—iP Conclusion 
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3. Q & P V S Premisa 
Q Conclusion 


4. P —» Q & S Premisa 
p Premisa 

Q & S Conclusion 


• 2.5 Otras reglas de inferencia 

La lista de reglas dadas hasta aqui es un poco corta y esto limita un poco 
los tipos de deducciones que pueden hacerse. Con algunas reglas mas esta- 
riamos en condiciones de efectuar mas demostraciones. Se recordara que las 
reglas dadas permiten pasar de ciertas proposiciones a otras proposiciones 
que son consecuencia de ellas. Siempre que las primeras proposiciones sean 
ciertas, las proposiciones que se deducen por las reglas de la Logica son 
tambien ciertas. 


Ley de adicion. La ley de adicion expresa el hecho que si se tiene una 
proposicion que es cierta, entonces la disjuncion de aquella proposicion y otra 
cualquiera ha de ser tambien cierta. Si se da la proposicion P, entonces la 
proposicion P V Q es consecuencia. 

Para justificarlo, recuerdese el significado de una disjuncion. La dis¬ 
juncion P V Q indica que por lo menos una de las dos proposiciones ligadas 
por el termino de enlace «o» ha de ser cierta. Recuerdese que solo una ha 
de ser necesariamente cierta. Puesto que se ha dado P como proposicion 
cierta, se sabe que P V Q ha de ser una proposicion cierta; y esto es pre- 
cisamente lo que se entiende por una conclusion logica valida. Cuando una 
premisa es cierta, la conclusion que se sigue de ella ha de ser cierta. 

Con ejemplos en lenguaje ordinario se ve lo obvia que es esta regia. 
Si, como premisa cierta, se ha dado: 

Este libro es azul, 

entonces se sabe que la proposicion siguiente ha de ser cierta. 

O este libro es azul o es rojo. 

Se puede tambien concluir: 


o 


O este libro es azul o es viejo 
O este libro es azul o es nuevo, 


S uppes-Hill - 6 
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y asi sucesivamente. En todos estos ejemplos una parte es cierta y esto es 
todo lo que se necesita para que una disjuncion sea cierta. 

En forma simbolica, si se tiene la proposicion P, se puede concluir 
P V 0,0 P V R, o S V P, o T V P, y asi sucesivamente. La abreviatura 
para la ley de adicion es LA. 

Ejemplos de la ley de adicion son: 


a. (1) Q P 

(2) Q V ~ iR LA 1 

b. (1) iR P 

(2) S V ~iR LA 1 

c. (1) T & S P 

(2) (T & S) V R LA 1 

d. (1) T V R P 

(2) (P & S) V (T V R) LA 1 


Observese que el orden en que se usan no importa. De P se puede deducir 
P V Q o se puede deducir Q V P. 


Ejercicio 11 

A. Dar cinco proposiciones que resulten de la premisa siguiente 

Algunos juegos son faciles de aprender. 

B. Si las conclusiones son consecuencia de las premisas en los ejemplos 
que siguen, escribir la palabra «valido». Si es valido, completar la demostra- 
cion indicando la regia o reglas usadas y las lineas a las que se ha aplicado 
una regia. Si no se ha aplicado una regia de inferencia de las aprendidas, 
pongase una «X» junto a la conclusion. 


1. (1) P P 

Por tanto: P V Q 

P 


3. (1) P P 

(2) P V Q -> R P 

Por tanto: R 

4. (1) Q V R —► S P 

(2) R P 

Por tanto: S 


2. (1) Q 

Por tanto: Q V “>R 
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P 8. (1) -iP P 

Por tanto: Q V “iP 

P 

P 9. (1) P P 

Por tanto: P & — iQ 

P 

10. (1) R & S —> T P 

(2) R 

Por tanto: T 

C. Indicar una deduction de las conclusiones que siguen de los conjuntos 
de premisas dados. Hacer una demostracion formal, indicando el numero 
de cada paso, la justification de cada linea mediante la abreviatura de la 

regia utilizada y los numeros de las lineas de las que se deduce cada 

paso. 


Demostrar: TVS 

4. 

Demostrar: Q 

(1) Q V T 


(1) -IS 

(2) Q —> R 


(2) T —> S 

(3) -iR 


(3) —iT V R —» Q 

Demostrar: R V — iT 

5. 

Demostrar: U 

(i) p 


(1) P & -iT 

(2) —iR —♦ —iP 


(2) S —> T 

(3) S V Q 

(4) Q V P->U 

Demostrar: R V — >S 

6. 

Demostrar: T V Q 

(1) S & Q 


(1) S —> P & Q 

(2) T —* ~iQ 


(2) S 

(3) —iT —» R 


(3) P & Q —> T 


(1) T 

(2) S V T — Q 

Por tanto: Q 
( 1 ) 

(2) ->S V -iR — 
Por tanto: —iP 


(1) ~iT 

Por tanto: —iT V 


D. Dar una demostracion formal de los siguientes razonamientos: 


1. Demostrar: y <4 V x>2 

(1) *> 3 V y <4 

(2) *>3 —> x>y 

(3) x>_y 
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2. Demostrar: x>y V y<6 

(1) x>y V x>5 

(2) x>5 V y<6 

(3) x+y = 1 & x>y 

3. Demostrar: x^3 V x>2 

(1) x + 2^5 V 2x = 6 

( 2 ) x + 2^5 -> x*3 

(3) 2at —2 = 8 -> 2x5*6 

(4) x + 3 = 8 & 2 at —2 = 8 

4. Demostrar: tag30° = 0,577 V cos60° = 0,5 

(1) sen30° = 0.5 — csc30° = 2.0 

(2) sen30° = 0.5 

(3) csc30° = 2,0 -» tag30° = 0,577 

5. Demostrar: * = 5 & x ^4 

(1) x=2 -> x<3 

(2) x?*4 & Af<3 

(3) x;*2 V at> 4 -» x = 5 

6. Demostrar: x = 2 

(1) Dx 3 = 3x 2 & D3 = 0 

(2) Dx 3 = 3x 2 -> Dx 2 = 2x 

• (3) Dx 2 = 2 a: V Dx 3 = 12 -* x = 2 

7. Demostrar: a: —3 

(1) ac —2= 1 & 2-x^l 

(2) AC = 1 -a 2 — AT = 1 

(3) a= I V x + 2 = 5 

(4) x + 2 = 5 V at —2= 1 -> at = 3 

8. Demostrar: y= x V y>x 

(1) y <6 -» y<x 

(2) y <6 V x = 5 -> y>x 

(3) 

9. Demostrar: jy<3 v a->5 

(1) v<4 & x=y+3 

(2) -i(x;*yf3) -> x>2 

(3) y>2 -» x>2 

(4) y>2 V y = 3 -> x>5 


y<x 
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10. Demostrar: (* = 4 V y^ 8 ) & *<3 

(1) x=y V x<y 

(2) y = x + A 

(3) (x<3 V x>5) & y = * + 4 —» 3^8 

(4) 

( 5 ) y = 6 V *<y — *<3 

"Ley silogismo hipotetico. Primero examinaremos un ejemplo de la ley 
del silogismo hipotetico, cuya abreviatura es HS. De las premisas 

( 1 ) Si hace calor, entonces Juana va a nadar. 

( 2 ) Si Juana va a nadar, entonces arregla la casa despues de comer. 

Se puede concluir: 

(3) Si hace calor, entonces arregla la casa despues de comer. 

Para simbolizar ef razonamiento, sea 

D = «Hace calor» 

S = «Juana va a nadar» 

H = «Arregla la casa despues de comer». 

Entonces 

(1) D —> S P 

(2) S —> H P 

(3) D —> H HS 

La conclusion es una proposicion condicional. Ambas premisas son proposi 
ciones condicionales. La conclusion no dice que hace calor ni que Juana 
arregla la casa despues de comer. Solo dice lo que ocurrira si hace calor. Con- 
siderense las dos premisas e imaginese que el antecedente de la primera pre- 
misa es cierto. Si es asi, entonces el consecuente de la segunda se deduciria 
con seguridad. Esto es exactamente lo que dice la conclusion condicional. 
Simbolicamente, si se tiene la proposicion D —» S y la proposicion S —» H y si 
tambien se tuviera la proposicion D, entonces se podria aplicar modus po- 
nendo ponens dos veces y obtener H. Abreviadamente, si es D entonces es 
H, o D —» H. Pero esto es precisamente lo que se concluye de D —> S y S —» H 

mediante HS. 

En forma simbolica, la ley del silogismo hipotetico es: 


de 

y 

se puede concluir 


Q -> R 
P —► R 
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Puede resultar conveniente considerar que para aplicar la regia HS, 
se dan los tres pasos siguientes. Primero, se hace una inspeccion general 
para comprobar que se tienen las dos condicionales requeridas. Segundo, se 
comprueba cuidadosamente que el antecedente de,una de las condicionales 
coincida con el consecuente de la otra. Tercero, se forma como conclusion 
una condicional cuyo antecedente es el otro antecedente de una de las pre- 
misas y cuyo consecuente es el consecuente de la otra premisa. 

En los ejemplos de la ley del silogismo hipotetico dados a continuacion, 
observese que algunos de los antecedentes y consecuentes son proposiciones 
moleculares. La forma, sin embargo, es la misma. 


0 

r 

1 

Q. 

r 

P 

(2) -.Q -»-«R 

P 

(3) —iP —> —«R 

HS 1, 2 

(1) —iP —> Q V R 

P 

(2) Q V R — > -iT 

P 

(3) -.P -» -iT 

HS 1, 2 

(1) S —> T 

P 

(2) T -> R V Q 

P 

(3) S —► R V Q 

HS 1, 2 

(1) (P —► Q) —► R 

P 

(2) R -*• (Q & T) 

P 

(3) (P —> Q) —> (Q & T) 

HS 1, 2 


Ejercicio 12 

A. iQu6 conclusion se puede sacar, si se puede sacar alguna, por la ley de 
silogismo hipotetico de los conjuntos de proposiciones siguientes? ‘ 

1. Si el agua se hiela, entonces sus moleculas forman cristales. Si las 
moleculas forman cristales, entonces el agua aumenta de volumen. 

2. Si Tomas conduce a la velocidad de 50 km/h, entonces en 9 horas 
habra recorrido 450 km. 

Si en 9 horas ha recorrido 450 km, entonces habra recorrido 90 km 
mas que ayer en el mismo periodo. 

3. Si Mr. Lincoln es elegido, entonces los Estados del Sur se separaran 
con seguridad. Si los Estados del Sur se separan, entonces estallara 
una guerra civil. 
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4. Si un haz fino de fotones penetra en un gas en una camara de niebla, 
entonces los fotones expulsan electrones de los atomos del gas. Si 
los fotones expulsan electrones de atomos de gas, entonces la energia 
de la luz se convierte en energia cinetica de los electrones. 

5. Si el numero de representantes en el Senado esta en relation con la 
poblacion de cada Estado, entonces Nueva York tiene mas senadores 
que Nevada. Si Nueva York tiene mas senadores que Navada, enton¬ 
ces Nueva York tiene mas de dos senadores. 

B. Traducir los razonamientos en la Seccion A anterior en simbolos logicos 
y demostrar que su conclusion es consecuencia logica de las premisas. 

C. El ejemplo 5 en la Seccion A anterior muestra el caracter hipotetico 
de las premisas de un silogismo hipotetico. Las premisas son todas ciertas 
en este ejemplo. Pero, i,que se puede decir acerca de la verdad de hecho 
de las proposiciones atomicas del Ejemplo 5? Se puede anadir una premisa 
mas, que se sabe que es una proposition cierta (de hecho), al razonamiento 
en el ejemplo 5, de forma que se puede probar que sus proposiciones atomi¬ 
cas no son proposiciones ciertas. Indicar como se podria probar la negation 
de aquellas proposiciones atomicas por medio de una demostracion simbolica 
formal. 

D. Utilizar la ley del silogismo hipotetico (HS) en una demostracion formal 
para obtener una conclusion de los siguientes conjuntos de premisas. 


1. (1) Q->->P 

3. (1) S V T —► R V Q 

(2) —iP —> R 

(2) R V Q —> —iP 

2. (1) P —> R & -iS 

4. (1) S —> —iT 

(2) R & —iS —> T 

(2) —iT —> —iR 

Indicar una deduccion formal de las siguientes conclusiones a partir de 
premisas dadas. 

1. Demostrar: —iT 

2. Demostrar: P 

(1) (Q —> R) & P 

(1) —iR 

(2) R —> T 

(2) -iP -► Q 

(3) (Q->R)-W 

(3) Q—>R 


3. Demostrar: Q 

(1) —iR —* S 

(2) S —* P & Q 

(3) R - T 

(4) --T 
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F. Dar demostraciones formales de los siguientes razonamientos. 


1. Demostrar: (2 + 2)+ 2 = 6 —<• 3 + 3 = 6 

(1) (2 + 2)+ 2 = 6 -»• 3X2 = 6 

(2) 3X2 = 6 -» 3 + 3 = 6 

2. Demostrar: 5* — 4 = 3*+ 4 —►- at = 4 

(1) 5* — 4 = 3* + 4 -> 5at = 3* + 8 

(2) 2* = 8 -> x = 4 

(3) 5* = 3a-+8 -> 2* = 8 

3. Demostrar: z>6 V z<y 

(1) x>y —* x>z 

(2) —t(z>6) —* -i(at>^ —* z<l) 

(3) *>z -» z<l 

4. Demostrar: a: = 6 V at >6 

(1) x — > y<x 

(2) (at> 5 -» y<x) -» y = 5 

(3) y^5 V at = 6 

(4) at>5 —> xj£y 

- 5. Demostrar: x>y 

(1) Xr*y —► x>y v x<y 

(2) x>y V x<y — > 

(3) at< jv —> —i(Ar?^_y —> a-7^4) 

(4) at 9*y 

6. Demostrar: ( y ^o v *<z) & (a :<y -> x = 0) 

(1) x<y —> Af = 0 

(2) >- = 0 —> at <y 

(3) x<y & 2 = 3 

(4) x<y —» AT < 2 

7. Demostrar: — 1 ( 25 ^ 5) V z>5 

(1) at = 3 —> AT>_)l 

(2) at 5*^ 3 —» z = 5 

(3) (at = 3 —> AT < z) —► *<z 

(4) AT >jy —► AT <Z 





r 
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8. Demostrar: V 4>2 

(1) 5* = 20 — * = 4 

(2) 22 = 6 V *5*3 

(3) 2* = 6 -► —1(5* —3=17 -» * = 4) 

(4) 5* —3= 17 — 5* = 20 

9. Demostrar: y + z = 8 

(1) 2 = 5 -» (O'= 3 *-» y + z=8) &' z>y) 

(2) (*y + z = 11 -5 2=2) -» 0 = 3 & 2 = 5) 

(3) *y = 6 -» * = 2 

(4) *>1 + 2=11 —> *> = 6 

10. Demostrar: 2 + 2 = 3 —» > = 3 

(1) (2 + > = 5 -► y = 3) V 2 + 2 = 3 

(2) 25*1 V (2 + 2 = 3 -» *+>1 = 5) 

(3) 2 +> 5 *5 & 2 = 1 


Ley del silogismo disyuntivo. La ley del silogismo disyuntivo, abreviada- 
mente DS, empieza con una disjuncion y dos condicionales. Consideremos el 
ejemplo: 

O llueve o el campo esta seco. 

Si llueve, entonces jugaremos dentro. 

Si el campo esta seco, entonces jugaremos a baloncesto. 

iQue conclusion se puede sacar de estas proposiciones? La conclusion es que 
o jugaremos dentro o jugaremos a baloncesto. La conclusion es otra disjun 
cion. 

A continuation se simboliza el razonamiento anterior para obtener un 
esquema claro de la forma de un silogismo disyuntivo. Sea 

R = «LIueve» 

D= «E1 campo esta seco» 

P= «Jugaremos dentro» 

«Jugaremos a baloncesto». 

Este razonamiento se simboliza: 

’(1) R V D P 

(2) R —> P P 

(3) D —> B P 

(4) P V B DS 


B = 


L 
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En sftnbolos, la ley de silogismo disyuntivo se puede expresar 

de P V Q 

y P->R 

y Q —► S 

se puede deducir R V S 

o se puede deducir S V R. 

Puede ser conveniente considerar que para aplicar la regia DS, se han de 
dar los tres pasos siguientes: Primero, se hace una inspection general para 
comprobar que se tienen las dos condicionales y la disjuncion requeridas. 
Segundo, se comprueba cuidadosamente que los dos antecedentes de las dos 
condicionales son precisamente los dos miembros de la disjuncion. Tercero, 
se forma como conclusion una disjuncion cuyos miembros son precisamente 
los dos consecuentes de las dos condicionales. 

A continuation se dan varios ejemplos de la ley del silogismo disyun¬ 
tivo. En la conclusion se puede poner como primero cualquier miembro de la 
disjuncion. 


(1) -IP V Q 

P 

(2) — iP —»—iR 

P 

(3) Q — > S 

P 

(4) -iRVS 

DS 1, 2, 3 

(1) P V Q 

P 

(2) P — » —iR 

P 

(3) Q —> — iS 

P 

(4) -iS V ~iR 

DS 1, 2, 3 

(1) -iP V -.Q 

P 

(2) —iP ► R 

P 

(3) -iQ -> S 

P 

(4) R V S 

DS 1, 2, 3 

(1) PViQ 

P 

(2) P — > —iR 

P 

(3) — iQ — > S 

P 

(4) nRVS 

DS 1, 2, 3 

(l)PVQ 

P 

(2) P — > R 

P 

(3) Q — > — iS 

P 

(4) nSVR 

DS 1, 2, 3 
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Ejercicio 13 

A. ^Que se puede concluir de cada uno de los siguientes conjuntos de pre- 
misas por la ley del silogismo disyuntivo? Dar como conclusion una propo 
sicion en lenguaje corriente. 

1. O Juan tiene mayoria o Pedro tiene mayoria. Si Juan tiene mayoria, 
entonces Pedro sera el tesorero. Si Pedro tiene mayoria, entonces 
Juan sera el tesorero. 

2. Este numero o es un numero positivo o es un numero negativo. Si 
es un numero positivo, es mayor que cero. Si es un numero negativo, 
es menor que cero. 

3. Esta roca o es piedra caliza o es granito. Si es piedra caliza es sedi- 
mentaria. Si es granito, es l'gnea. 

4. O la camara fue adquirida legalmente por el vendedor o la camara es 
mercancia robada. Si la camara fue adquirida legalmente por el ven¬ 
dedor, entonces es mi camara. Si la camara es mercancia robada, 
entonces Tomas es su propietario legal. 

5. O la planta es una planta verde o es una planta no verde. Si es una 
planta verde, entonces fabrica su propio elemento. Si es una planta 
no verde, entonces depende de las materias de otras plantas para su 
alimento. 

B. Simbolizar los razonamientos en la Seccion A y demostrar que las con- 
clusiones son consecuencia logica de las premisas. 

C. Utilizar la ley del silogismo disyuntivo (DS) para obtener una conclu¬ 
sion de cada uno de los siguientes conjuntos de premisas: 


(1) P V ~ iQ 

3. (1) — iT V -iS 

oc 

T 

o 

r 

cT 

(2) 'S * P 

(3) P — * - iS 

(3) — iT — > Q 

(1) Q V R 

4. (1) (R & S) V T 

(2) Q — > — iS 

(2) (R & S) — > -v 

(3) R — > — >T 

(3) T — P 


D. Dar una deduction completamente formal de las siguientes conclusiones 
a partir de las premisas dadas: 
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1. Demostrar: R & (P V Q) 3. Demostrar: —iQ & S 

(1) PVQ (I) S & —.R 

(2) Q —> R (2) R V -iT 

(3) P —» T (3) Q —> T 

(4) —,T 

2. Demostrar: T 

(1) P V -iR 

(2) —iR —> S 

(3) P —^ T 

(4) —iS 

5. Demostrar: — iT & —iP 

(1) —iS V — iR 

(2) -iR -> -iT 

(3) -iS->P 

(4) -iP 


4. Demostrar: S 

(1) P —> Q 

(2) Q->-iR 

(3) R 

(4) P V (T & S) 


E. Dar una demostracion formal de cada uno de los razonamientos si- 
guientes: 


1. 

Demostrar: a 

r = 3 

V x = 2 


(1) x+y = l 

—> 

x = 2 


(2) y—x = 2 

—> 

x = 3 


* 

+ 

II 

V 

y—x = 2 

2. 

Demostrar: x 

>2 

OI 

II 

> 


r 

V 

* 

x = 

= 2 


(2) x<y V 

x<£y 


T 

V 

* 

cn 

x>2 

3. 

Demostrar: y- 

= 1 



(1) 2Ar+jy= 7 

-> 

2x = 4 


(2) 2x+y = 5 

-> 

y= i 


(3) 2*+jy = 7 

V 

2x+y = 5 


(4) 2x?*4 



4. 

Demostrar: y 

= 1 

CT) 

II 

> 


(I) —i(at = 2 

V A 

: = 8) -> 


(2) 2x + 3y = 21 

& x^6 


(3) x — 2 -> 

y = 

= 9 


T 

CO 

II 

H 

y= 

■ 1 


* = 6 
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5. Demostrar: —i(*<z) V “-1(25^6) 

(1) x>5 V y< 6 

(2) _y<6 —► x<z 

(3) x>5 —> y<z 

(4 ) y<z & 2 = 6 

6. Demostrar: x^4 V a:>^ 

( 1 ) ^ = 0 —► xy = 0 

(2) y = 0 V y< 1 

(3) a? = 0 V A:y>3 -> *5*4 

(4) y < 1 —* ry > 3 

7. Demostrar: ^<12 V *<0 

(1) x<y V y <x 

(2) y<x -> *>6 

(3) **Cy —► a: <7 

(4) (x>6 V x<7) -> jk> 11 

(5) jy> 11 V *<0 

8. Demostrar: a - 2 = 4 V a - 2 = 9 

(1) 2* 2 -10*+12 = 0 & *<4 

(2) a- 2 — 5a- + 6 = 0 -> x = 2 V x = 3 

(3) * = 2 * 2 = 4 

(4) * = 3 — x 2 = 9 

(5) 2* 2 — 10* + 12 = 0 -> * 2 — 5* + 6 = 0 

9. Demostrar: *+l>y V at >4 

(1) (y = 5 —> x<y) & x>l 

(2) y> 5 V y = 5 

(3) x<y V y>4 — > *+l>jy & jv<9 

(4) _y>5 —> y> 4 

10. Demostrar: x = 4 

(1) at = 5 V x<y 

(2) at>3 V 2<2 -> 2 <at V y= 1 

(3) x<y -+ z<2 

(4) a: = 5 —> *>3 

(5) 2 <* —► at = 4 

(6 ) JV = 1 “> —i(at>3 V 2<2) 

Ley de simplification disyuntiva. Si alguien dice «E1 equipo de los “Gigan- 

It 
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tes” ganara o el equipo de los “Gigantes” ganara», se puede concluir que 
opina simplemente que «E1 equipo de los “Gigantes” ganara». En forma 
simbolica el razonamiento es: 


por tanto 


G V G 
G. 


Este es un ejemplo de la ley de simplificacion disyuntiva, cuya abreviatura 
es DP. 

Algunos ejemplos de esta ley son: 

a. (1) P V P P b. (1) nQVnQ P 

(2) P DP 1 (2) -iQ DP 1 


c. (1) (P & Q) V (P & Q) P 
* (2) P & Q DPI 


Observese que las posibilidades de simplificar una disjuncion son muchas 
menos que las de simplificar una conjuncion. En el caso de una disjuncion 
las dos proposiciones han de ser exactamente la misma. 

Una aplicacion importante de la ley de simplificacion disyuntiva se pre- 
senta cuando un silogismo disyuntivo tiene la siguiente forma especial, 

P V Q 
P —> R 
Q —* R 


Por tanto, 


R V R. 


En este caso particular se puede simplificar la conclusion R V R redu- 
ciendola a R. Pues si R V R es cierta, entonces R ha de ser cierta. La infe- 
rencia de R V R a R es un ejemplo de la ley de simplificacion disyuntiva. 


Ejercicio 14 

A. Utilizar las leyes del silogismo disyuntivo y simplificacion disyuntiva 
para obtener una conclusion de cada uno de los siguientes conjuntos de 
premisas simbolizadas. 
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(1) SVnT 

3. (1) S —» —iR 

(2) —iT —> R 

(2) T —» —iR 

(3) S->R 

(3) S V T 

(1) —iQ —► —iS 

4. (1) —iR —> S 

(2) P V iQ 

(2) Q ViR 

(3) P —> ~iS 

(3) Q —> S 


B. Si se cree que el razonamiento siguiente «tiene sentido», £podria ex- 
ponerse el motivo? 

Si Juan es elegido, entonces Jose sera nombrado presidente del 
Si Tomas es elegido, entonces Jose sera nombrado presidente 
mite. 

O sera elegido Juan o sera elegido Tomas. 

Por tanto, Jose sera nombrado presidente del comite. 

C. ^Que conclusiones se pueden sacar de los siguientes conjuntos de pre- 
misas utilizando las leyes del silogismo disyuntivo y simplificacion disyun- 
tiva? 

1. O hay tres miembros del comite o hay cinco miembros. 

Si hay tres miembros, entonces no habra empate de votos. 

Si hay cinco miembros, entonces no habra empate de votos. 

2. Si esta figura tiene tres lados, entonces es un triangulo. 

Si esta figura tiene tres angulos, entonces es un triangulo. 

Esta figura cerrada o tiene tres lados o tiene tres angulos. 

3. O el equipo de los «Osos», o el equipo de los «Tigres» acabara 
primero. 

Si el equipo de los «Osos» acaba primero, entonces el equipo de 
* los «Caballeros» sera tercero. 

Si el equipo de los «Tigres» acaba primero el equipo de los Ca¬ 
balleros» sera tercero. 


D. Dar una demostracion formal de las siguientes conclusiones a partir de 
los conjuntos de premisas dados. 


1. Demostrar: —iT & S 

2. Demostrar: Q 

3. Demostrar: —iS & R 

(1) P —> ~iQ 

(l)QVS 

(1) S-P 

(2) P V R 

(2) S —»T 

(2) -iP & -iT 

(3) R —> —iQ 

(3) ~'T 

(3) —iT —> R 

(4) T —> Q 



(5) S 




comite, 
del co- 
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E. Simbolizar el razonamiento siguiente y despues probar que la conclusion 
se puede deducir logicamente de las premisas. 

Juan o alcanza 65 puntos en el examen o alcanza 70 puntos. 

Si Juan alcanza 65 puntos en el examen, entonces no obtiene la califi¬ 
cacion de «Bien». 

Si alcanza 70 puntos en el examen, no obtiene la calificacion de «Bien». 
Si Juan estudia, entonces obtiene la calificacion de «Bien» en el examen. 
Por tanto, Juan no estudia. 


F. Dar una demostracion formal de cada uno de los razonamientos si- 
guientes: 


1. Demostrar: x < 4 

(1) x=y V x>y 

(2) *<4 V x<z 

(3) x=y —► x<z 

(4) x>y —> x<z 

2. Demostrar: x=l 

(1) 2x+y = 5 2* = 2 

(2) 2x+y = 5 V y = 3 

(3) 2* = 2 -> x=l 

(4) y = 3 -> 2x = 2 


3. Demostrar: x = 2 

(1) x<3 V *>4 

(2) x<3 —> x9±y 

(3) *>4 -> x^y 

(4) x<y V xj^y 

xf*4 & X = 2 


4. Demostrar: x 2 = 9 

(1) *=( + 3) -> 2x 2 = 18 

(2) x=( + 3) V x=(—3) 

(3) x=(-3) -> 2at 2 = 18 

(4) 2x 2 = 18 -> * 2 = 9 


5. Demostrar: —i(a:5^5) 

(1) z>x —> at5^7 

(2) at<6 V * = 3 

(3) * = 3 —► Z > AT 

(4) Af<6 —» Z > AT 

(5) AT — 7 v AT = 5 

6. Demostrar- y = z V x^5 

(1) x=y —> *<z 

(2) at = 5 -+ Af<Z 

(3) AT — 3 —► AT < Z 

(4) Af<y —► Af=y 

(5) at = 3 V x<y 

7. Demostrar: r 2 = 9 V * 2 >9 

(1) a: = 3 V a'=4 

(2) x=3 -> AT 2 —7.* + 12 = 0 

(3) at = 4 at 2 —7* + 12 = 0 

(4) AT 2 —7at4-12 = 0 —► x>2 

(5) x 2 <9 -> at>2 

(6) at 2 <9 —► * 2 = 9 V at 2 > 9 

8. Demostrar: cos0=]/2V / 3 V csc0 = 2 

(1) 0=150° —■> send= l /2 

(2) <9=30° V 0=150° 

(3) sen0= x /2 —► csc0 = 2 

(4) 0=30° —> sen0=3^2 





INFERENCIA L6GICA 


97 


Leyes conmutativas. Estas reglas, probablemente, pareceran muy triviales; 
sin embargo, se han de enunciar, pues no se puede dar ningun paso como 
conocido, si no se tiene una regia explfcita que lo permita. El razonamiento 
que sigue es un ejemplo del uso de una de las leyes conmutativas. 

Galileo murio en 1642 e Isaac Newton nacio en 1642. 

Por tanto, Isaac Newton nacio en 1642 y Galileo murio en 1642. 


En forma simbolica: 

De P & Q 

se deduce Q & P. 


Es muy obvia, pues se sabe que el orden de las proposiciones atomicas 
en una conjuncion no afecta al significado de la proposicion molecular. Sin 
duda, todo el mundo afirmaria que siempre que P & Q es cierta, Q & P 
es tambien cierta. Recuerdese que esto es precisamente lo que se exige para 
una buena regia de inferencia: siempre que las premisas sean ciertas la 
conclusion ha de ser cierta. 

Otro tipo de proposicion molecular a la que se aplica la ley conmutativa 
es la siguiente: 


O x es mayor que cinco o x es igual a cinco. 


i,Es valida la conclusion siguiente? 

O x es igual a cinco o x es mayor que cinco. 

La respuesta es «si», puesto que efectivamente es cierta si la premisa lo es. 
Para ilustrar la forma de la ley conmutativa simbolizamos este razonamien¬ 
to. Sea 

p = «x es mayor que cinco» 

Q = «x es igual a cinco». 

El razonamiento es: 


De 

se deduce 


P V Q 
Q V P. 
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La ley conmutativa se aplica a conjunciones y disjunciones; es decir, el cam- 
bio del orden de los dos miembros de las conjunciones o de las disjunciones 
no altera su significado. La ley conmutativa no se aplica a las condicionales. 
A continuation se dan otros ejemplos: 


a. (1) P & — iQ 

P 

c. (1) -.P V —iQ 

P 

(2) -.Q & P 

CL 1 

(2) -iQ V -iP 

CL I 

b. (1) -iP & Q 

P 



(2) Q & -iP 

CL 1 




La abreviatura de esta regia es CL. 


Ejercicio 15 

A. Aplicar la ley conmutativa a las proposiciones siguientes para obtener 
una proposition diferente. 

1. La adicion es una operation binaria y la multiplication es una ope¬ 
ration binaria. 

2. O una fuerza actua sobre un cuerpo o la velocidad del cuerpo no 
varia. 

3. O el tio de Juan es un senador o es un representante en la Legislatura 
del Estado. 

4. Antonio vive en la calle del Mercado y Juan en la calle del Sol. 

5. O el hidrogeno es un liquido o es un gas. 

B. <LQue conclusion se puede sacar de las siguientes premisas utilizando la 
ley conmutativa? 

1. (1) —iP V Q P 4. (1) -iT V -iS P 

2. (1) —iR & — iS P 5. (1) Q V R P 

3. (1) P & S P 


C. Demostrar que las conclusiones siguientes son validas dando una deduc¬ 
tion formal completa. 


I 
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Demostrar: S & Q 

(1) P V T 

( 2 ) iT 

(3) P —* Q & S 

6 . Demostrar: —iiS 

(1) —iT V iS 

(2) —iQ —» T 

(3) Q —> —iR 

(4) R 

Demostrar: —i(R & —iT) 

(1) (R & —iT) —> —iS 

(2) P—>S 

(3) P & Q 

7. Demostrar: R 

(1) S —> R V T 

(2) 1 >S 

(3) -iT 

Demostrar: S & R 

(1) (R & S) V P 

(2) Q —■> —iP 

(3) T -»->P 

(4) Q V T 

8 . Demostrar: —iQ & P 

(1) T-*P & iQ 

(2) T V -iR 

(3) R 

Demostrar: R V Q 

(1) S —> R 

(2) S V T 

(3) iT 

9. Demostrar: T 

(1) P V -.R 

( 2 ) 

(3) P —> S 

(4) —iR —» T 

Demostrar: T 

( 1 ) P —* Q 

(2) Q —> R 

(3) (P —> R) —► -.S 

(4) S V T 

10. Demostrar: — iP 

(1) R —► T 

(2) S -» Q 

(3) T V Q -> -iP 

(4) R V S 


11. Demostrar: y< 4 & x<y 

(1) x>y V *<4 

(2) *<4 —► x<y & 7<4 

(3) x>y —> * = 4 

(4) *7^4 

12. Demostrar: j >3 & 7 <5 

(1) x = 3 V 7 = 3 

(2) x>2 V *+ 7>5 

(3) 7 = 3 V * = 3 —» *+ 7 > 5 

(4) — 1(7 < 5 & 7>3) —► x>2 
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13. Demostrar: x<3 & y = l 

(1) *<3 & y>6 

(2) y^l ~\{x = 2 & y>x) 

(3) y>6 & x<3 —> y>x & x = 2 

14. Demostrar: at = 1 & (y<l V y< 2) 

( 1 ) ac* -|- 2y = 5 V 3at -h 4jy =11 

(2) x<2 V x>y -+ y<2 V y<l 

(3) 3* + 4^ = 11 — x=\ 

(4) x>y V *<2 

(5) * + 2y = 5 -► x= 1 

15. Demostrar: a* <6 

(1) *>y V *<6 

(2) x>y —> x>4 

(3) *>4 -> * = 5 & *< 7 

(4) *<6 —* act = 5 & x<7 

(5) x<7 & * = 5 -► z> a 1 V y<z 

(6) x>y —> —i(y<z V z>*) 


Ltfr feyey Morgan. En el lenguaje corriente ocurre a veces que hay pro¬ 
positions enunciadas de manera distinta que tienen el mismo significado. 
Por ejemplo 


(1) No llueve y no hace sol, 

se puede tambien expresar, en forma algo forzada, diciendo: 

(2) No ocurre que llueva o que haga sol. 

Si (1) y (2) significan lo mismo en el lenguaje corriente, entonces en Logica 
sera valido concluir (1) de (2) o (2) de (1), lo que expresado en simbolos es: 

(a) de — iP & —iQ se puede concluir — i(P V Q) . 

y 


(b) de — i(P V Q) se puede concluir — iP & —iQ. 

Asi (b) dice que si no se tiene o P o Q, entonces no se tiene P y no se 
tiene Q. La regia que permite esta conclusion es una de las denominadas 
leyes de Morgan. 
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Las premisas de (a) y (b) son dos de las formas proposicionales mole- 
culares a las que se les puede aplicar las leyes de Morgan. Estas leyes tam- 
bien se aplican a otras formas proposicionales, como se puede ver al consi- 
derar las dos proposiciones equivalentes: 

(3) O no hace calor o no nieva "7 / P A 

y . T p v» 

(4) No hace a la vez calor y nieva, 

y en forma mas logica, 

(4’) No ocurre a la vez que hace calor y 
que nieva. 

Puesto que (3) y (4) tienen el mismo significado, una puede deducirse de la 
otra. Por tanto, en simbolos logicos se puede escribir: 

(c) de — iP V ~iQ se puede concluir —i(P & Q), 

(d) de —i(P & Q) se puede concluir —iP V —iQ. 

(c) y (d) son, pues, otros dos ejemplos de la aplicacion de las leyes de 
Morgan. Otro caso es: 

(e) de P & Q se puede concluir — 1 (—iP V —>Q). 
y finalmente: 

(f) de —i(P V ~iQ) se puede concluir — ,p & —i—iQ . 

Con frecuencia hay mas de una forma posible para la conclusion. Afor- 
tunadamente, estudiando las diferentes formas proposicionales a las que se 
aplican las leyes de Morgan se obtiene un modelo que se puede seguir 
siempre. Sera posible entonces enunciar las leyes de Morgan como una re¬ 
gia que se aplicara a cada una de las formas de premisas en las que puede 
utilizarse, y en todo caso se obtiene la forma de la conclusion deseada. Para 
hallar este modelo examinaremos cuidadosamente las seis formas proposicio¬ 
nales dadas. 


—iP & —iQ 

d. 

—i(P & Q) 

-■>(P V Q) 

-iP V —iQ 

i(P V Q) 

e. 

P & Q 

-iP & ~iQ 

—*(—iP V —iQ) 

-iP V —iQ 

~i(P & Q) 

/• 

—i(P V iQ) 

—iP & Q 
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Primero, observese que la premisa es siempre de una de las tres formas 
siguientes: (1) una conjuncion como en (a) y (e); (2) una disjuncion como 
en (c); o (3) una negacion como en (b), (d) y (f). Si es una negacion, ha 
de ser la negacion de una conjuncion como en (d) o la negacion de una dis¬ 
juncion como en (b) y (f). La premisa no es nunca una condicional, ni la 
ne 6 acion de una condicional, ni la negacion de una negacion. 

Segundo, observese que si la premisa es una negacion, la conclusion no 
es una negacion como en (b), (d) y (f). Y si la premisa no es una nega¬ 
cion, entonces la conclusion es una negacion como en (a), (c) y (e). Una 
formula completa se niega, o bien anadiendo un simbolo de negacion delante 
de la formula, o bien quitando el simbolo de negacion delante de la formula. 

Tercero, observese que & se cambia siempre en V y V en &. 

Cuarto, observese que cada miembro de una conjuncion o disjuncion 
siempre gana o pierde un simbolo de negacion. Asi, al aplicar las leyes de 
Morgan cada miembro se niega. 

Resumiendo, lo que se ha de hacer para aplicar las leyes de Morgan, 
cuya abreviatura es DL, como una regia de operacion, es verificar los siguien¬ 
tes pasos: 

1. Cambiar & en Vo V en &; 

2. Negar cada miembro de la disjuncion o conjuncion; 

3. Negar la formula completa. 


En el ejemplo que sigue estos tres pasos se dan cada vez que se han 
aplicado las leyes de Morgan; pero haciendo diferentes elecciones de la 
manera de hacer cada una de las tres negaciones, se han obtenido conclu- 
siones en distinta forma. Observese que se puede elegir la manera de negar 
— 1 (—iP & Q) o de negar —iP ? pero no hay eleccion en la manera de ne- 


gar (1) —>P & Q) 

(2) P V-iQ 

(3) —i—iP V ~nQ 

(4) i >(P V iQ) 

(5) -i-i(-i-iP V -iQ) 
Algunos otros ejemplos de la aplicacion de las 


P 

DL 1 
DL 1 
DL 1 
DL 1 

leyes de Morgan son 


i(P & -iQ) 

a. 

-■P V ~nQ 

. —1(—iP & -iQ) 

b. 

—i—iP V -i-iQ 


—i—iP V -iQ 
—1(—iP & Q) 


d. 


—i(P V ~iQ) 
—iP & —i—iQ 


\ 


—i—iP & —iQ 
‘ —i(-iP V Q) 
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Ejercicio 16 

A. ^Que se puede concluir de las premisas siguientes utilizando las leyes 
de Morgan? 

1. O los aracnidos no son insectos o no tienen ocho patas. 

2. No ocurre que o el aire es un buen conductor del calor o el agua 
es un buen conductor del calor. 

3. No ocurre que un numero es a la vez mayor que cero y que es ne- 
gativo. 

4. El rio Mississipi no corre en direccion Norte y el no Nilo no corre 
en direccion Sur. 

5. No ocurre que los murcielagos son pajaros o que las focas son peces. 

B. Traducir las premisas y conclusiones de la Seccion A anterior en sim- 
bolos logicos y demostrar que su conclusion es consecuencia logica de las 
premisas. 

C. Aplicar las leyes de Morgan a las siguientes proposiciones para deducir 
conclusiones. 

1. —i(P & Q) 5. —i—iS V “~iT 9. —1(—iP & ~iQ) 

2. —iR V — iT 6. -iP & — iQ 10. —iS V —i—»T 

3. —i(—iR & S) 7. —i—iP & —iQ 11. R & S 

4. -iG V -iH 8. —i(C V D) 12. —1(—iA & -iB) 

D. Indicar una demostracion formal completa para cada uno de los razo- 
namientos simbolizados siguientes. 

1. Demostrar: —iS 3. Demostrar: R & Q 


(1) -.(P & Q) 

(1) —iS —> —i(P v - 

(2) —iQ —> T 

(2) T — Q & R 

(3) ~iP —> T 

(4) S-»-iT 

(3) ~iS 

Demostrar: —i(A V B) 

Demostrar: —iR 

(1) C & — iD 

(1) P —> —iQ 

(2) C —> —iA 

(2) -iQ -> -iS 

(3) D V ->B 

(3) (P -> -iS) -»“>T 

(4) R - T 
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Demostrar: D 

8. 

Demostrar: R & Q 

(1) -.A-> B 


(1) P V Q 

(2) C —> B 


(2) S —» Q & R 

(3) C V ~iA 


(3) P —► S 

(4) ~iB V D 


(4) Q —» S 

Demostrar: —iT 

9. 

Demostrar: G V —iH 

(1) T->P & S 


(1) E V F —» —iH 

(2) Q —> -iP 


(2) J —> E 

(3) R —» —iS 


(3) K -> F 

(4) R V Q 


(4) J V K 

Demostrar: —iP 

10. 

Demostrar: S & T 

(1) R —» —iP 


(1) —i(P V -iR) 

(2) (R & S) V T 


(2) Q V P 

(3) T -> (Q V U) 


(3) R —> S 

(4) —iQ & —iU 


(4) (Q & S) -> (T , 


E. Dar una demostracion formal completa para cada uno de los razona- 
mientos siguientes. 

1. Demostrar: — 1 (* = 3 & x<2) 

(1) -i(*<2 & x = 3) 

2. Demostrar: —\(x — 5 & y = 4) 

( 1 ) y*3 

(2) x+y = 8 —> y = 3 

(3) x+y = 8 V x?*5 

3. Demostrar: y = 2 & x>y 

(1) ~i(jy>5 & *^6) 

(2) at = 6 —> x>y 

(3) jv>5 —» x>y 

4. Demostrar: x>y 

( 1 ) •*<)’ 

(2) x<y V -|(*>3 V at+jv<5) 

(3) *>3 -,(x>y V y^2) 
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5. Demostrar: ~i(ac = 2 V y<5) 

(1) —}(y—x = 2 V Ac+y >8) 

(2) ~~\(x >y V y<5) 

(3) x — 2 -> x+y>8 

6. Demostrar: x<y V y^4 

(1) ac = 1 —> x<y 

(2) ac 2 — 4ac + 3 = 0 *=1 V * = 3 

(3) —i (x=y V x 2 — 4ac + 3^0) 

(4) ac = 3 —> Ac<y 

7. Demostrar: 2 + 3^3 X 3 V 2x3^1 X4 

(1) 2X3= 1 X4 & 2 4-3 = 3x3 -> 2 + 3 = 6 

(2) 2 + 3f^6 V 2X3 = 5 

(3) 2x3^5 

^ 8. Demostrar: x—y ^-2 

(1) — y(x>y & Ac+y>7) 

(2) x>y —> a:<4 

(3) Ac+y>7 —> *<4 

(4) a:— j = 2 ac<4 

—^ 9. Demostrar: * = 1 

(1) —i(z<3 V x>y) & y = 2 

(2) *<y V ac = 1 

(3) AC>Z —> AC>y 

(4) AC>Z —> AC<y 

10. Demostrar: —i(*=y V y>l) 

(1) y 1 & y < 1 

(2) y>\ -> y<l V y=l 

(3) jc = 3 V at > 3 

(4) AC >3 —» Af^y 

(5) a = 3 —-> ac 9^y 

• 2.6 Proposiciones bicondicionales 

Hasta aquf se han analizado proposiciones moleculares utilizando solo cuatro 
terminos de enlace de proposiciones. Hay otro termino de enlace de propo¬ 
siciones que se utilizara mas tarde. Este termino de enlace es «si y solo si». 
Las proposiciones que utilizan este termino de enlace se denominan proposi¬ 
ciones bicondicionales. El simbolo que se utilizara para este termino de en¬ 
lace es: 
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Este simbolo es muy significativo para la proposicion bicondicional. El 
signo aparece como dos signos condicionales que van en sentido opuesto. 
Efectivamente, una proposicion bicondicional se parece extraordinariamente 
a dos proposiciones condicionales. Para ilustrar esto se considera un ejemplo 
en el lenguaje habitual: 

Estos campos se inundan si y solo si el agua alcanza esta altura. 

En forma simbolica la proposicion seria: 

P <-> Q, 

donde P es el simbolo de la primera proposicion y Q es el simbolo de la 
ultima proposicion. Se puede leer esta proposicion: P si y solo si Q. 

La proposicion bicondicional P Q tiene la misma fuerza que dos pro¬ 
posiciones condicionales; primera P —* Q y segunda, Q —» P. La proposicion 
en Castellano significa que si el agua alcanza cierta altura, entonces el campo 
se inunda. Tambien significa que si el campo se inunda, entonces el agua 
alcanza cierta altura. 

Asi se tiene una nueva regia que nos permite deducir ambas P —» Q y 
Q —» P de P <-> Q. Esta ley se denominara la ley de las proposiciones bicon- 
dicionales, LB. En simbolos permite los siguientes razonamientos. 


a. P <-+ Q 

P c. P <-* Q 

P 

P-» Q 

LB (P -> Q) & (Q —> P) 

LB 

b. P<-> Q 

P d. P->Q 

P 

-- 

, „ Q —> P 

P 

Q -> P 

LB 



P<-> Q 

LB 

Se adoptara la 

regia de que la bicondicional «si y solo si» 

es mas potente 

cada uno de 

los otros terminos de enlace. Asi, sin 

parentesis, se 


sabe que: 

P — Q *->S & P 

es una bicondicional y nunca una condicional o conjuncion. Para convertirla 
en condicional, son necesarios parentesis, como se indica en 

P->(Q<->S & P). 

El consecuente de esta condicional es una bicondicional. Si se quiere que el 
consecuente sea una conjuncion, hacen falta parentesis adicionales como en 

P -> ((Q <->S) & P). 
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Puesto que <-> domina los otros terminos de enlace, mientras los parentesis 
no indiquen lo contrario, las formulas siguientes son tambien bicondicio- 
nales: 

a. —iP “iQ b. P & Q «-> S c. S V T <-» “iP 

R & S P & Q P V Q <-» R V S — iT > S 


Ejercicio 17 

A. Nombrar cada uno de los terminos de enlace que se encuentran en las 
proposiciones siguientes: 

1. Este metal se funde si y solo si se somete a un calor muy intenso. 

2. Patinaremos si y solo si el hielo no es demasiado delgado. 

3. Tomas ira andando si y solo si ha perdido el coche. 

4. El sonido se propaga si y solo si hay un medio transmisor. 

5. Esta figura tiene cuatro angulos interiores si y solo si tiene cuatro 
lados. 

B. Simbolizar completamente las proposiciones de la Seccion A anterior, 
indicando las proposiciones atomicas que son simbolizadas por cada simbolo 
literal. 

C. Simbolizar completamente las premisas y conclusiones de cada uno de 
los razonamientos siguientes y dar una deduction formal: 

1. Esta ley sera aprobada en esta sesion si y solo si es apoyada por la 
mayoria. O es apoyada por la mayoria o el gobernador se opone a 
ella. Si el gobernador se opone a ella, entonces sera pospuesta en las 
deliberaciones del comite. Por tanto, o esta ley sera aprobada en esta 
sesion o sera pospuesta en las deliberaciones del comite. 

2. El Sol sale y se pone si y solo si la Tierra gira. La Tierra gira y la 
Luna se mueve alrededor de la Tierra. Por tanto, el Sol sale y se 
pone o el clima es muy caliente o frio. 

3. 3X5=12 <-> 5 + 5 + 5=12 
4X4^13 

5 + 5 + 5=12 -> 4X4=13 

Por tanto. 3x5^12 

4. El terreno puede ser cultivado si y solo si se provee de un sistema 
de riego. Si el terreno puede ser cultivado, entonces triplicara su 
valor actual. 
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Por tanto, si se provee de un sistema de riego, entonces el terreno 
triplicara su valor actual. 

5. Un liquido es un acido si y solo si colorea de azul el papel de torna- 
sol rojo. Un liquido colorea de azul el papel de tornasol rojo si y 
solo si contiene iones de hidrogeno libres. 

Por tanto, un liquido es un acido si y solo si contiene iones de hidro 
geno libres. 

6. Si no ocurre que si un objeto flota en el agua entonces es menos 
denso que el agua, entonces se puede caminar sobre el agua. Pero 
no se puede caminar sobre el agua. 

Si un objeto es menos denso que el agua, entonces puede desplazar 
una cantidad de agua igual a su propio peso. 

Si puede desplazar una cantidad de agua igual a su propio peso, 
entonces el objeto flotara en el agua. 

Por tanto, un objeto flotara en el agua si y solo si es menos denso 
que el agua. 

D. Dar una demostracion formal completa de cada uno de los razonamientos 
siguientes. 


1. 

Demostrar: 

2x5 = 54-5 

2X4 = 


(1) 2X4 = 

4 4-4 <-> 2x5 = 

:54-5 

2 . 

Demostrar: 

* = 4 <-> 3*4-2 

= 14 


(1) 3x + 2 = 

= 14 <-> 3* = 12 



(2) 3x=l2 

<-> * = 4 


3. 

Demostrar: 

*4-_y = 5 



(1) 3 x+y = 

: 11 <-> 3* = 9 



(2) 3* = 9 

_► 3x+y=\\ 

^ y= 


(3) y*2 V x+y = 5 


4. 

Demostrar: 

~ i(2*^8 & * 

^3) 


(1) 2* = 6 

<—> * = 3 



(2) 2* = 8 

<—► * = 4 



(3) 2* = 6 

Tj* 

II 

> 


5. 

Demostrar: 

~n(y = 2 & *4-2v?^7) 


(1) 5 AT — 15 

<-► x = 3 



(2) 5* = 15 

& 4* = 12 



(3) x = 3 

x + 2y = 7 
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6. 

Demostrar: 

x<£y & 

Xt^V 


(1) y>x 

<—► x=y 

V x<y 


(2) ~>(y< 

1 V y>x 

) 

7. 

Demostrar: 

x <y 

y>x 


(1) y>x 

<-> * <y 


8. 

Demostrar: 

x<v & 

y = 6 


(i) x < y 

y> 4 



(2) y = 6 

<-> x-ry = 

10 


(3) jy > 4 

& —i(* + i 

Jr 1 * 10) 

9. 

Demostrar: 

xy^O 



(1) >>* 

at = 0 



(2) *y = 0 

<-> x = 0 



(3) y>x 



10. 

Demostrar: 

-i(x<y 

& x= 1) 


(1) x=y 

x<y 



(2) y = 0 




CO 

* 

II 

o 

o 

II 

> 

o 

II 

t 


(4) (x=y 

i 

II 

o 

' 

—> AT = 


• 2.7 Resumen de reglas de inferencia 

Se ha visto que uno de los objetivos importantes de la Logica es la inferencia 
o deduction de conclusiones de conjuntos de premisas. Para hacer deduccio- 
nes son necesarias ciertas reglas de inferencia. Estas reglas operan igual que 
las reglas de cualquier juego. Permiten hacer ciertos movimientos. Cada mo- 
vimiento permitido por las reglas es un paso en inferencia; una proposition 
se puede deducir si se han dado otras proposiciones. Hasta aqui, en nuestro 
estudio de la Logica, se han aprendido catorce reglas de inferencia, las sufi- 
cientes para poder hacer deducciones largas y bastante complicadas. En las 
demostraciones formales o deducciones se justifica cada paso de inferencia 
haciendo referencia a la regia particular de inferencia que permite aquel paso. 
Se indica esta regia poniendo la abreviatura de su nombre a la derecha del 
paso de inferencia. Es tambien necesario indicar los numeros de las lineas 
en la inferencia de las que se ha deducido cada paso. 

Las reglas de Logica no son, evidentemente, reglas elegidas al azar. Son 
de tal forma que solo permiten hacer inferencias validas. Una inferencia va- 
lida es la que es consecuencia logica de las premisas. Esto significa que si las 
premisas son ciertas, la conclusion que se sigue ha de ser tambien cierta. La 
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peculiaridad de las reglas de inferencia es el asegurar que si se ha dado un 
conjunto de proposiciones verdaderas las conclusiones que se pueden deducir 
de estas proposiciones seran tambien verdaderas. 

Para proseguir en el estudio de la Logica es esencial estar muy familia- 
rizado no solo con la idea misma de inferencia valida, sino tambien con cada 
regia particular de inferencia que permite realizar un paso logico. Si no se 
conocen bien estas reglas logicas no se es capaz de planear una estrategia 
que ayudara a alcanzar la conclusion deseada. 

Al final de esta seccion se da una tabla con el nombre de cada regia 
y la forma de la misma. Se puede utilizar como tabla de referenda. Recuer- 
dese que la forma de la inferencia es la misma tanto si las partes de la pro- 
posicion molecular son proposiciones atomicas simplemente o son a su vez 
proposiciones moleculares. 

En la tabla se ha evitado recargarla dandole forma de una demostracion 
formal y se ha empleado simplemente una lfnea horizontal. Debajo de la 
lfnea se ha escrito la proposition que resulta de aplicar la regia a la propo¬ 
sition o proposiciones anteriores a la lfnea. En una demostracion, las pro¬ 
posiciones anteriores a la lfnea pueden ser premisas u otras lfneas deducidas 
anteriormente. 


Tabla de re 

Modus ponendo ponens (PP) 

P-> Q 
P 

Q 

Modus tollendo ponens (TP) 

P V Q P V Q 

~iP —iQ 

Q P 

Regia de simplification (S) 

P & Q P & Q 
P Q 


de inferencia 

Modus tollendo tollens (TT) 

P —► Q 
—iiQ 

-iP 

Doble negation (DN) 

P —i iP 

—i iP P 

Regia de adjuncion (A) 

P P 

Q Q 


P & Q 


Q & P 
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Ley del silogismo hipotetico Ley de adicion (LA) 

(HS) P Q 

P_ ^ Q PVQ PVQ 

Q —> R 

P —► R 


Leyes de Morgan (DL) 

1. Cambiar & por V o V por & 

2. Negar cada miembro de la 
conjuncion o disjuncion. 

3. Negar la formula completa. 


Ley de la simplification 
disyuntiva (DP) 


Ley del silogismo 
disyuntivo (DS) 


P V P 

P 


PVQ 
P —> R 
Q —* S 

R V S 


PVQ 
P —> R 

Q —► S 

S V R 


Leyes conmutativas 

P & Q PVQ 

Q & P Q V P 


Ley de las proposiciones 
bicondicionales (LB) 

P <-> Q P Q 

P —► Q Q —^ P 

P —> Q 

Q —> P P Q 

P <-► Q (P-> Q) & (Q-> P) 


Regia de premisas (P) 

Una premisa se puede introducir 
en cualquier punto de la deduccion. 



CAPITULO 3 


CERTEZA Y VALIDEZ 

• 3.1 Introduction 

En nuestro estudio de Logica, nos hemos ocupado de probar la validez de 
conclusiones dadas ciertas premisas. Hemos aprendido que si las premisas son 
afirmaciones ciertas, entonces las conclusiones que se siguen logicamente de 
ellas han de ser ciertas. Se pueden encontrar algunos razonamientos referen- 
tes a proposiciones en lenguaje corriente en los que sabemos que las premisas 
son afirmaciones ciertas y que las conclusiones son tambien ciertas. <[,Indica 
esto que la forma de inferencia que va de dichas premisas a la conclusion es 
logicamente valida? La respuesta es, no. Pueden presentarse otros casos de 
razonamientos del mismo tipo en los que las premisas sean ciertas, pero la 
conclusion sea falsa. Un caso aislado en el que premisas ciertas conduzcan 
a conclusiones ciertas no es suficiente para demostrar que una inferencia dada 
es valida. 

Se puede decir que un razonamiento es valido solo cuando se puede sos- 
tener la afirmacion indicando cada una de las reglas de inferencia empleadas 
para cada proposicion deducida. En el Capitulo 2 se dieron algunas reglas de 
inferencia que permiten sostener esta afirmacion de validez. Se presenta la 
cuestion: <[,Es posible que existan inferencias proposicionales validas sin que 
las reglas dadas sean suficientes para apoyarlas? 

Supongase que alguien sugiere como regia de inferencia que si se tiene 
la proposicion P —> Q, entonces se puede deducir la proposicion — iP V Q. 
De otra forma,que si P —^ Q es una proposicion cierta, entonces la proposi¬ 
cion — iP V Q ha de ser siempre cierta. La inferencia es, en efecto, valida. 
Pero si se considera la lista de reglas de inferencia estudiadas hasta ahora, 
no se encuentra ninguna que permita pasar directamente de esta premisa a la 
conclusion. 

Hay muchos casos de estos, de inferencias validas, para las que no 
se ha introducido ninguna regia especifica. £uesto que cada inferencia que 
se sugiere es o no valida, deseariamos poder demostrar la validez o la no 
validez de la misma, sin duda alguna. Si se puede llegar a la conclusion 
utilizando nuestras reglas, entonces es valida. Si se puede encontrar un caso 
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del tipo de la inferencia sugerida en el que las premisas son ciertas y la con¬ 
clusion es falsa, entonces se sabe que es un razonamiento no valido porque 
premisas validas conducen unicamente a conclusiones validas. 

Pero supongamos que despues de muchas tentativas no se ha podido 
encontrar una demostracion. Esto no demuestra que no sea valido el razo¬ 
namiento. Y si suponemos que despues de mucho tiempo no se ha podido 
hallar ningun ejemplo que demuestre que el razonamiento no es valido, esto 
tampoco demuestra que es valido. Lo que se necesita en estos casos es un 
metodo general para demostrar la validez o la no validez. El proposito de este 
capftulo y del siguiente es introducir un metodo que sera adecuado para 
tratar cada ejemplo posible de inferencia proposicional. 

• 3.2 Valores de certeza y terminos de enlace de certeza funcional 

Se empezara con la idea de que cada proposicion ha de tener un valor 
de certeza; cada proposicion ha de ser cierta o falsa. El valor de certeza de 
una proposicion cierta es cierto, y el valor de certeza de una proposicion 
falsa es falso. Cada proposicion atomica o molecular tiene uno de estos dos 
valores de certeza posibles. 

Si se conocen los valores de certeza de las proposiciones atomicas dentro 
de proposiciones moleculares, entonces es posible dar los valores de certeza 
de las proposiciones moleculares; pues los cinco terminos de enlace que se 
han empleado para formar proposiciones moleculares son terminos de enlace 
de certeza funcional. En consecuencia la certeza o falsedad de una propo¬ 
sicion molecular depende completamente de la certeza o falsedad de las propo¬ 
siciones atomicas que la componen. Para determinar la certeza o falsedad 
de cada proposicion molecular solo es necesario conocer la certeza o false¬ 
dad de sus proposiciones atomicas y los terminos de enlace que las ligan. 
Se estudiara por separado cada termino de enlace de proposiciones y se vera 
cual es su comportamiento. 

Conjuncion. «y» es un termino de enlace de certeza funcional, de manera 
que se puede decidir el valor de certeza de la proposicion P & Q si se 
conocen los valores de certeza de la proposicion P y de la proposicion Q. 
La conjuncion de dos proposiciones es cierta si y solo si ambas proposiciones 
son ciertas. Por tanto, si P & Q ha de ser una proposicion cierta, entonces 
P ha de ser cierta y Q ha de ser cierta. No importa aqui cuales sean las 
dos proposiciones que se han unido por medio del termino de enlace «y». 
En Logica se pueden ligar dos. proposiciones cualesquiera para formar una 
conjuncion. No se requiere que el contenido de una de ellas tenga relacion 
con el contenido de la otra. " 

Hay cuatro combinaciones posibles de valores de certeza para propo¬ 
siciones de la forma P y Q. Recordando que la certeza de la conjuncion 
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P & Q depende de los valores de certeza de aquellas, se trata de hallar las 
combinaciones para las que la conjuncion P & Q sera una proposition cierta. 

Las cuatro combinaciones posibles son: 

P es cierta y Q es cierta. 

P es cierta y Q es falsa. 

P es falsa y Q es cierta. 

P es falsa y Q es falsa. 

La regia practica para conjunciones es: La conjuncion de dos propositions 
es cierta si y solo si ambas proposiciones son ciertas. Asf se concluye: 

V 1/ v . 

Si P es cierta y Q es cierta, entonces P & Q es cierta 

Si P es cierta y Q es fafsa, entonces P & Q es falsa. 

Si P es falsa y Q es cierta, entonces P & Q es falsa. 

s r f 

Si P es falsa y Q es falsa, entonces P & Q es falsa. 

Ejercicio 1 

A. Juan dice, «Mi cumpleanos es en agosto y el cumpleanos de Ana es al 

mes siguiente». Nos enteramos que el cumpleanos de Juan es en agosto pero 

que se ha equivocado respecto al cumpleanos de Ana, pues es en noviembre. 
La proposition de Juan, ^es cierta o falsa? ^Puede explicar la respuesta de 
acuerdo con la regia del uso de la conjuncion? 

B. Decir si P & Q es cierta (C) o falsa (F) en cada uno de los casos si- 
guientes: 

1. Si P es una proposition cierta y Q es una proposition cierta. 

2. Si P es una proposition cierta pero Q es una proposition falsa. 

3. Si ambas P y Q son proposiciones falsas. 

4. Si ni P ni Q son proposiciones falsas. 

5. Si P es una proposition falsa pero Q es una proposition cierta. 

Negation. El termino de enlace «no» es de certeza funcional porque la 
certeza o falsedad de una negation depende enteramente de la certeza o fal- 
sedad de la proposition que niega. La regia practica es: La negation de una 
proposition cierta es falsa y la negation de una proposition falsa es cierta. 

Apliquemos lo dicho a un ejemplo de una negation en lenguaje corriente. 
Se considera la negation, 


Juan no es hermano de Luisa. 
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Para conocer la certeza o falsedad de esta proposition se necesita solo cono- 
cer la certeza o falsedad de la proposition. 

Juan es hermano de Luisa. 

Si la segunda proposition es cierta, entonces la primera proposition, su 
negation, ha de ser falsa. Si la segunda proposition es falsa, entortces la 
primera proposition ha de ser cierta. 

Tratemos de la negation —iP. La proposition P puede ser cierta o 
falsa. Los valores de certeza posibles para la negation —iP son: 

Si P es cierta, entonces —iP es falsa. 

Si P es falsa, entonces —iP es cierta. 


Ejercicio 2 

A. Indicar cuando P & —iQ es cierta (C) o falsa (F) en cada uno de los 
siguientes casos: 

1. Si P es falsa y Q es cierta. 

2. Si P es ciefta y Q es fals^. 

3. Si ambas P y Q son ciertas. 

4. Si ambas P Q son falsas.' 

5. Si P es cierta y—iQes cierta. 

Disjuncion. El termino de enlace «o» es tambien un termino de enlace de 
certeza funcional. Pero al considerar la certeza o falsedad de cada disjuncion 
se ha de tener en cuenta que se ha utilizado el sentido incluyente de la pala- 
bra «o». Esto significa que en cualquier disjuncion, por lo menos, una de 
las dos proposiciones es cierta y quiza ambas. Lo que se requiere es que por 
lo menos un miembro sea cierto. La regia practica es: La disjuncion de dos 
proposiciones es cierta si y solo si por lo menos una de las dos proposiciones 
es cierta. Una vez mas queda claro que para conocer la certeza o falsedad 
de la proposition P V Q se ha de conocer la certeza o falsedad de las pro¬ 
posiciones P y Q. 

Considerese la proposition en lenguaje corriente: 

O Antonio gano una apuesta en las carreras o gano una 
apuesta en futbol. 

Para saber si la proposition es cierta o falsa es necesario saber si las pro¬ 
posiciones «Juan gano una apuesta en las carreras» y «gano una apuesta en 
futbol» son proposiciones ciertas o falsas. Si por lo menos una de ellas 




116 


PRIMER CURSO DE L6GICA .MATEMATICA 



es una proposition cierta, entonces la disjuncion total es cierta. Ademas, si 
ambas proposiciones son ciertas, entonces la disjuncion es tambien una pro¬ 
position cierta. Si las proposiciones son ambas falsas, entonces evidentemen- 
te la disjuncion ha de ser falsa. 

Puesto que la disjuncion liga dos proposiciones, tambien se tienen cuatro 
combinaciones posibles de certeza o falsedad. Para la disjuncion P V Q las 
cuatro posibilidades son, como en el caso de la conjuncion, 

# ■**/ 

P es cierta y Q es cierta. 

P es cierta y Q es falsa. 

r \j 

P es falsa y Q es cierta. 

P es falsa y Q es falsa. 

A1 determinar los valores de certeza de P V Q, se encuentra: 

. V/ . J ^ . vJ 

Si P es cierta y Q es cierta, entonces P V Q es cierta. 

Si P es cierta y Q es falsa, entonces P V Q es cierta. 

Si P es falsa y Q es cierta, entonces P V Q es cierta. 

Si P es falsk y Q es falsa, entonces P V Q es falsa. 

Ejercicio 3 

A. Indicar si P V Q es cierta (C) o falsa (F) en cada uno de los siguientes 
casos: 

1. Si P es falsa pero Q es cierta. 

2. Si P y Q son ambas ciertas. 

3. Si P es cierta y Q es falsa. 

4. Si P es falsa y Q es falsa. 

5. Si P y Q son ambas proposiciones falsas. 

B. Indicar si —iR V ~iS es cierta (C) o falsa (F) en cada uno de los si¬ 
guientes casos: 

1. Si R es cierta y S es cierta. 

2. Si R es falsa y S es cierta. 

3. Si R es cierta y S es falsa. 

4. Si R es falsa y S es falsa. 

5. Si a la vez R y S son ciertas. 


Proposiciones condicionales. Si se conoce la certeza q falsedad de P y Q, 
entonces tambien se conoce la certeza o falsedad de P —> Q; porque la cer¬ 
teza o falsedad de P —> Q es funcibn, o depende, de la certeza o falsedad 
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del antecedente y del consecuente. «Si... entonces...» es un termino de enlace 
de certeza funcional. 

Es decir, se sabe si es cierta o falsa una proposicion tal como 

(1) Si hay un eclipse entonces salen las estrellas 

cuando se sepa si son ciertas o falsas las proposiciones «Hay un eclipse» y 
«Las estrellas salen». 

De nuevo hay cuatro combinaciones posibles de certeza o falsedad de 
las dos proposiciones atomicas. Solo dos de las posibilidades se presentan con 
frecuencia en el lenguaje ordinario. Primero, si «Hay un eclipse» es cierta y 
«Salen las estrellas» es cierta, la (1) ha de ser cierta. Segundo, si el antece¬ 
dente «Hay un eclipse» es cierta pero el consecuente «Salen las estrellas» es 
falsa, entonces la (1) es falsa. Pero si suponemos que el antecedente es falso, 
no hay eclipse, y en Logica, como la no existencia de eclipse no permite 
juzgar sobre la proposicion (1), tanto si el consecuente: «Salen las estrellas» 
es cierto como si es falso, se dice que la condicional (1) es cierta. Este criterio 
se sigue tambien en Ciencias y en Matematicas. Asi la condicional (1) se 
puede considerar en un sentido amplio, segun el cual solo comunica lo que 
ocurrira si hay un eclipse, por lo cual no se puede dar una calificacion de 
falsedad a la proposicion si no hay eclipse. Asi en Logica, si el antecedente 
de una condicional es falso, entonces toda la condicional se considera cierta, 
sin tener en cuenta si el consecuente es cierto o falso. 

Examinando los cuatro casos anteriores se ve que la condicional completa 
es cierta si el consecuente «Salen las estrellas» es cierto independientemente 
de que el antecedente sea cierto o falso. Esto es consecuencia de que el unico 
caso en que la condicional completa es falsa es cuando el antecedente «Hay 
un eclipse» es cierto, mientras que el consecuente «Salen las estrellas» es 
falso. 

Si la regia que se acaba de exponer parece rara es porque se acostumbra 
a pensar que, en una proposicion condicional, la verdad de hecho del conse¬ 
cuente depende en algun sentido de la verdad de hecho del antecedente. En 
Logica no ocurre asi. El contenido del antecedente no necesita estar relacio- 
nado en absoluto con el contenido del consecuente. Se puede considerar el 
valor de certeza de: 

(2) Si el dia es frio, entonces 3 + 3 = 6 , 

a pesar de que efectivamente las dos proposiciones atomicas no tienen nada 
que ver una con la otra. Puesto que el consecuente de (2) es evidentemente 
una proposicion cierta, (2) ha de ser a su vez una proposicion cierta. La regia 
practica es: Una proposicion condicional es falsa si el antecedente es cierto 
y el consecuente es falso; en todo otro caso la proposicion condicional es 
cierta. Como en el caso de las otras proposiciones moleculares que contienen 
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ambas proposiciones P y Q, P —» Q tiene cuatro posibilidades de certeza y 
falsedad. Son: 

P es cierta y Q es cierta. 

P es cierta y Q es falsa. 

P es falsa y Q es cierta. 

P es falsa y Q es falsa. 

Puesto que el valor de certeza de P —* Q esta determinado unicamente por 
la certeza o falsedad de la sentencia P y de la sentencia Q, se pueden ana- 
lizar sus valores de certeza de la manera siguiente: 

Si P es cierta y Q es cierta, entonces P —> Q es cierta. 

Si P es cierta y Q es falsa, entonces P —> Qes falsa. 

Si P es falsa y Q es cierta, entonces P —> Q es cierta. 

Si P es falsa y Q es falsa, entonces P —> Q es cierta. 

Observando la lista anterior se ve que siempre que el antecedente de una 
proposicion condicional es falso, la proposicion condicional es una proposi¬ 
cion cierta; y tambien que, siempre que el consecuente de una proposicion 
condicional es cierto, la proposicion condicional es una proposicion cierta. El 
unico caso en que la proposicion condicional es falsa es el caso en que el 
antecedente es cierto pero el consecuente es falso. 


Ejercicio 4 

A. Marfa dice, «Si este escrito es correcto, entonces5x2 = 10». Se sabe que 
5X2=10. Desde el punto de vista de la Logica, £que se puede decir del 
valor de certeza de la afirmacion de Marfa? ^Por que? 

B. Indicar si P —> Q es cierto (C) o falso (F) en cada uno de los siguientes 
casos: 

1. Si P y Q son ambas falsas. 

2. Si P es cierta y Q es falsa. 

3. Si P es cierta y Q es cierta. 

4. Si P es falsa y Q es cierta. 

5. Si P y Q son ambas ciertas. 

C. Indicar si R — > —iS es cierta (C) o falsa (F) en cada uno de los casos 
siguientes: 

1. Si R v S son ambas falsas. 
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2. Si R y S son ambas ciertas. 

3. Si R es cierta y S es falsa. 

4. Si R es falsa y S es cierta. 

5. Si ni R ni S son proposiciones ciertas. 

Equivalencia: Proposiciones bicondicionales. Se han considerado tambien 
proposiciones moleculares que contienen el termino de enlace «si y solo si». 
Estas proposiciones, las bicondicionales, se denominan tambien equivalencias. 
Un ejemplo de una equivalencia es 


(1) Usted puede votar si y solo si esta inscrito. 


Puesto que «si y solo si» es un termino de enlace de certeza funcionai, la 
certeza o falsedad de la equivalencia depende de la certeza o falsedad de sus 
partes. Es decir, el valor de certeza de (1) depende de la certeza o falsedad 
de «Usted puede votar» y «Usted esta inscrito». 

Si ambas proposiciones «Usted puede votar» y «Usted esta inscrito» son 
proposiciones ciertas, entonces la proposicion bicondicional (1) es cierta. Ade- 
mas, si ambas proposiciones o miembros de la proposicion bicondicional son 
falsos la proposicion (1) es una proposicion cierta. Por otra parte, si uno de 
los miembros de una proposicion bicondicional es falso, aunque el otro miem- 
bro sea cierto, entonces la proposicion bicondicional es una proposicion falsa. 
La regia de uso quedara clara si se recuerda que una proposicion bicondi¬ 
cional, o equivalencia, P <-» Q tiene en esencia el mismo significado que dos 
condicionales, P —► Q y Q —► P. En consecuencia, siempre que se tenga una 
proposicion bicondicional con un miembro cierto y un miembro falso, en¬ 
tonces una de las implicaciones que contiene tendra un antecedente cierto 
y un consecuente falso, por lo que la proposicion completa, sera falsa. 

La regia practica para equivalencias es: 

Una proposicion condicional es cierta si y solo si sus dos 
miembros son ambos ciertos o ambos falsos. 

De nuevo, puesto que la proposicion bicondicional contiene dos miembros 
que ambos pueden ser o ciertos o falsos, hay cuatro combinaciones posibles 
de certeza o falsedad. Son: 

P es cierta y Q es cierta. 

P es cierta y Q es falsa. 

P es falsa y Q es cierta. 

P es falsa y Q es falsa. 
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Los valores de certeza de cualquier proposicion bicondicional P Q pueden 
determinarse de la manera siguiente: 

Si P es cierta y Q es cierta, entonces P <-> Q es cierta. 

Si P es cierta y Q es falsa, entonces P <-> Q es falsa. 

Si P es falsa y Q es cierta, entonces P <-► Q es falsa. 

Si P es falsa y Q es falsa, entonces P Q es cierta. 


Ejercicio 5 

Decir si P Q es cierta (C) o falsa (F) en cada uno de los casos siguientes: 

A. 1. Si P es cierta y Q es falsa. 

2. Si ambas P y Q son ciertas. 

3. Si P es falsa y Q es cierta. 

4. Si P es cierta y Q es cierta. 

5. Si P es falsa y O es falsa. 

B. £Es P «-> —iP siempre cierta, siempre falsa, o depende el valor de certeza 
de esta equivalencia del valor de certeza de P ? 


• 3.3 Diagrama de valores de certeza 

Independientemente de la longitud y de lo complicada que sea una proposi¬ 
cion molecular, se pueden hallar sus valores de certeza si se conocen los 
valores de certeza de sus partes. Asi se hara para cada tipo de proposicion 
molecular utilizando las reglas practicas que se han expuesto en las secciones 
que preceden a esta. Una forma de analizar el valor de certeza de una propo¬ 
sicion molecular es estableciendo un diagrama. Se supone que se tiene la 
proposicion: (P V Q) & R donde P es una proposicion cierta, Q es una pro¬ 
posicion falsa y R es una proposicion cierta. El diagrama tendra entonces la 
forma 


(P V Q) & R 
C F C 



Se empieza con las proposiciones atomicas, luego la proposicion molecular 
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menor, en este caso P V Q, y se continua hasta el enlace final que une 
los dos miembros del termino de enlace dominante. Para una proposicion 
atomica, la «C» o «F» se pone inmediatamente debajo de la letra atomica. 
Para una proposicion molecular, la «C» o «F» se pone debajo del termino 
de enlace que domina la proposicion. El termino de enlace dominante en el 
ejemplo es «y». Puesto que P es cierta, la proposicion P V Q es cierta de 
acuerdo con la regia de aplicacion para las disjunciones. Por tanto, se escribe 
la letra «C» en el enlace que une los dos miembros de la disjuncion. Para 
que el termino de enlace dominante, la conjuncion, sea una proposicion cierta, 
sus partes han de ser ciertas. Se ve que en este caso es asi, puesto que 
P V Q es cierta y el otro miembro de la conjuncion R es tambien cierto. 
El enlace mas largo que une el termino de enlace dominante tiene una «C», 
lo que indica que la proposicion completa es una proposicion cierta. 

Se considera ahora el ejemplo, 

(P & Q —» P) & (R V S) 


donde P es cierta, Q es cierta, R es falsa y S es falsa. (Antes de continuar 
se ha de advertir que si una proposicion atomica se presenta mas de una vez 
dentro de una proposicion molecular completa, entonces ha de ser tratada 
de la misma tnanera cada vez que se presenta. Por consiguiente, si la pro¬ 
posicion P es cierta en una parte de la proposicion molecular, entonces ha de 
ser cierta cada vez que se presenta en esta proposicion. Si la proposicion Q 
es falsa ha de ser falsa siempre que se presente. En el ejemplo anterior, la 
proposicion P se presenta dos veces. Cualesquiera que sean sus valores 
de certeza, ha de tener el mismo valor de certeza las dos veces que se pre¬ 
senta.) 

El diagrama de este ejemplo tendra la forma: 


(P & Q -> P) & (R V S) 


c c c 


cx 




Se empieza por las proposiciones moleculares mas pequenas y se continua 
en orden creciente de complicacion. Los primeros enlaces son para la con¬ 
juncion y la disjuncion; luego se puede anadir el enlace para la proposicion 
condicional, P & Q —> P. Se termina con el enlace que une las dos partes 
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de la conjuncion, puesto que la conjuncion es el termino de enlace domi- 
nante. Segun resulta, el primer miembro de la conjuncion es cierto, pero el 
segundo miembro es falso. Por tanto, la misma conjuncion, la proposicion 
molecular completa, es una proposicion falsa. Observese que la proposicion 
P es cierta en ambos casos tal como se habia exigido. El ultimo ejemplo 
sera una proposicion molecular un poco mas complicada: 

[(A V B) & —iA] —► —i(C —► A). 


En esta proposicion sea A cierta, B falsa, y C falsa. El diagrama que sigue 
muestra que la proposicion completa, que es condicional, es una proposicion 
cierta. 


[(A V B) & —iA] —* —i(C —> A). 

C F C F C 

w j uj 

Observese la proposicion que es una negation. Puesto que A es una propo¬ 
sicion cierta, entonces -nA es falsa. Observese tambien que el termino de 
enlace dominante es —>, y por tanto su enlace se dibuja el ultimo. En el caso 
de la condicional, el antecedente era falso y el consecuente era cierto. La re¬ 
gia practica para las condicionales indica que en este caso la condicional es 
una proposicion cierta. 

En el ejercicio siguiente se pide el diagrama de certeza de algunas pro- 
posiciones moleculares. Si no se recuerdan bien las reglas practicas para 
alguno de los terminos de enlace, se puede consultar la section anterior en 
la que se expusieron las reglas correspondientes. 


Ejercicio 6 

A. Determinar los valores de certeza de las siguientes proposiciones por 
medio de sus diagramas, si P y Q son proposiciones ciertas y A y B son 
proposiciones falsas. 


1. P—>(P->Q) 
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2. (A -> P) -* (P -» A) 

3. (P —► A) —> (A —» P) 

4. (P —» A) —> (—iP —> —'A) 

5. —i(P & Q) -> (—iP V -*Q) 

6. -i(P & B) —>(—iP & -iB) 

7. [(P & Q) —> B] — ► [P —► (Q —> B)] 

8. — .[(P V B) & (B V A)] 

9. (->P V B) V (— iB & A) 

10. (P —> Q) «-* (Q -» P) 


B. ('.Cuales de las proposiciones siguientes son ciertas, si se supone: 

N = «Nueva York es mas grande que Chicago» 

W = «Nueva York esta al norte de Washingtons 
C= «Chicago es mas grande que Nueva York» 

(Ny W son ciertas y C es falsa)? 

1. N V C 

2. N & C 

3. -iN & -iC 

4. N <-> -iW V C 

5. W V -iC -» N 

6. (W V N) —> (W —> -iC) 

7. (W <-> -iN) <-> (N C) 

8. (W —> N) — > [(N —» -iC) —> (—'C -* W)] 

C. Sea 

P = ‘2 + 4 = 6’ 

Q = ‘2 + 8= 10’ 

R = ‘3x4= 12’ 

S = ‘2x0 = 2’. 

Se conocen los valores de certeza de P, Q, R, y S. Hallar los valores de 
certeza de las proposiciones siguientes: 



1. (P & Q) & (R & S) —► P V S 

2. P &Q«-»R & -iS 
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3. (P -> Q) -> l(Q —> R) —♦ (R —> S)] 

4. (P <-» Q) -h> (S .<-> R) 

5. (P&Q)VS->(P^S) 

6. (P -> nQ) <-> (P V R) & S 

7. (Q & R) & S -> (P <-> S) 

8. (-iP-> Q)(S ^ R) 

9. S —> P & Q 

10. P & Q —> S 

D. Sean «* = 0» y «x=y» ciertas, y sean «y = z» y «y = iu»falsas. Hallar los 
valores de certeza de las proposiciones siguientes. 

1. Si * = 0 y x=y, entonces y^z. 

2. Si x9^0 o y = w, entonces y — z . 

3. Si X 9 *y o y^z, entonces y = Wm 

4. Si Xt* 0 o X5*y, entonces y^z. 

5. Si a- = 0, entonces X 9^y o y^w. 

6. Si a: 7*^0, entonces y = z. 

• 3.4 Conclusiones no validas 

Hasta aqui todos los ejercicios de este libro en los que se pedia deducir 
conclusiones de conjuntos de premisas eran de tal naturaleza que la conclu¬ 
sion que se buscaba era efectivamente valida: se deducia de las premisas 
dadas. La Logica seria realmente una materia trivial si siempre se supiera 
de antemano que la conclusion era consecuencia de las premisas. Evidente- 
mente no ocurre asi. Se ha de estar preparado para afrontar situaciones en 
las que no se sabe si la conclusion particular es o no consecuencia de las 
premisas dadas. Se desea poder probar cuando una conclusion no es conse¬ 
cuencia logica y cuando una inferencia particular es no valida. 

Supongamos dado un conjunto de premisas, y se trata de demostrar que 
cierta conclusion es consecuencia logica de estas premisas, pero no se sabe 
deducir la conclusion deseada. Esto no basta para suponer que la proposicion 
no es valida o que no se deduce de las premisas. Ha de existir algun metodo 
que permita demostrar sin genero de duda que una conclusion no es conse¬ 
cuencia de las premisas dadas. A continuacion se da un ejemplo de una 
demostracion de esta naturaleza. 

El razonamiento siguiente es no valido: 

Si tu eres su hijo entonces el es tu padre. 

£1 es tu padre. 

Entonces, tu eres sd hijo. 
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Decir que este razonamiento no es valido es decir que la conclusion no es 
consecuencia logica de las premisas. A1 hablar de validez o no validez de las 
conclusiones se hace referenda a la forma del razonamiento. Respecto a su 
forma logica, un razonamiento o es valido o es no valido. Si se simboliza 
el razonamiento, la misma forma se ve mas facilmente. Simbolizado, el razo¬ 
namiento se presentaria en la forma 

P —> Q 
Q 

P 

Si esta fuera una forma valida, permitiria siempre deducir solo 
conclusiones ciertas de premisas ciertas. Por tanto, si hay algun caso en que 
esta forma permite deducir una conclusion falsa de premisas que son ciertas, 
entonces no puede ser valida. Para demostrar que un razonamiento no es 
valido se busca una interpretation de este razonamiento en el que las pre¬ 
misas sean proposiciones ciertas y la conclusion sea una proposition falsa. Se 
puede interpretar el razonamiento sustituyendo sus distintas proposiciones 
atomicas por proposiciones cualesquiera elegidas al arbitrio. La forma ha de 
permanecer siempre la misma. 

Para demostrar que el razonamiento anterior no es valido se podrfa inter¬ 
pretar en la forma siguiente: 

Sea 

p = «Usted es un ciudadano de Maine» 

Q = «Usted es un ciudadano de los Estados Unidos». 

La interpretacion dinar 

Si usted cs un ciudadano de Maine, entonces usted es un 

ciudadano de los Estados Unidos. 

Usted es un ciudadano de los Estados Unidos. 

Por tanto, usted es un ciudadano de Maine. 

Hay ciertamente muchos casos en los que estas premisas son proposiciones 
ciertas, pero la conclusion es falsa. Para cada ciudadano de los Estados Uni¬ 
dos las premisas son ciertas, pero para muchos ciudadanos de los Estados 
Unidos la conclusion es falsa. La forma del razonamiento original nos per¬ 
mite deducir una conclusion falsa de premisas ciertas. Por tanto, se ha de- 
mostrado que el razonamiento no es valido. 

Este razonamiento que se acaba de considerar es un ejemplo de un 
error corriente: el error de «afirmar el consecuente». Lo importante en esta 
interpretacion no era el contenido de las proposiciones «Usted es un ciuda¬ 
dano de Maine» y «Usted es un ciudadano de los Estados Unidos», sino 
sus valores de certeza posibles. 
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Ejercicio 7 


A. Los razonamientos siguientes no son validos. Para cada razonamiento, 
dar una asignacion de certeza que demuestre su invalidez. 

1. Si Marfa termina pronto, entonces se ira a casa con Rosa. 

O se ira a casa con Rosa o encontrara a Antonia. 

Marfa termina pronto. 

Por tanto, no encontrara a Antonia. 

2. O el agua esta frfa o el dfa no es caluroso. 

El dfa es caluroso. 

Si el estanque se acaba de llenar, entonces el agua esta frfa. 

Por tanto, el estanque se acaba de llenar. 

3. Jorge es elegido si y solo si la votacion es numerosa. 

La votacion es numerosa. 

O Jorge es elegido o Juan no sera nombrado. 

Por tanto, Juan sera nombrado. 

4. Si Pedro es elegido ganador, entonces Juan esta fuera de combate. 
Si Pedro es elegido ganador, entonces Miguel esta tambien fuera de 
combate. 

Juan esta fuera de combate y Miguel esta fuera de combate tambien. 
Por tanto, Pedro es elegido ganador. 

5. O el animal no es un pajaro o tiene alas. 

El animal es un pajaro, entonces pone huevos. 

El animal no tiene alas. 

Por tanto, no pone huevos. 

6. O la sustraccion no es siempre posible en el sistema de numeros o el 
sistema incluye otros numeros ademas de los naturales. 

Si la sustraccion es siempre posible en el sistema de numeros, enton¬ 
ces el sistema incluye los enteros negativos. 

El sistema no incluye otros numeros que los naturales. 

Por tanto, el sistema no incluye los enteros negativos. 


B. Si cada uno de los razonamientos simbolizados a continuacion es valido, 

dar una deduction de la conclusion por medio de una demostracion formal 

completa. Si alguno no es valido, demostrarlo mediante una asignacion de 

certeza. n ^ 

2. Demostrar: S 


1. Demostrar: - 

(1) T & S 

(2) -'R 

(3) T 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 

(5) 


Q —> R 
P —► Q 
PVT 

T —> S 
-iR 
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3. Demostrar: -iQ 

(1) T —> Q 

(2) -iT V R 

(3) -iR 


7. Demostrar: —,S 

(1) -.(P & R) 

(2) Q-^R 

(3) Q V-iS 


Demostrar: S 

(1) R V S 

(2) iP 

(3) Q V ~iR 

(4) P^Q 


8. Demostrar: —iP 

(1) Q —> R 

(2) - iR —» S 

(3) -iT V -iP 

(4) ( Q —> S) —» T 


5 Demostrar: T 

(1) -i(P V Q) 

(2) P V R 

(3) T —» R 


9. Demostrar: R V ~iQ 

(1) S & —iT 

(2) T —> P 

(3) S —* R 

(4) —iP —* —iQ 


6. Demostrar: —iR 

(1) P —> T 

(2) Q —> S 

(3) S V R 

(4) P V -iQ 


10. Demostrar: -iT 

(1) -nP 

(2) -iQ V -iR 

(3) Q <-> P 

(4) T —> R 


C. Mostrar por medio de una deduction formal o una asignacion de certeza 
si cada uno de los razonamientos siguientes es valido o no valido: 

1. O Juan y Jose tienen la misma edad, o Juan es mayor que Jose. 

Si Juan y Jose tienen la misma edad, entonces Pedro y Juan no tienen 
la misma edad. 

Si Juan es mayor que Jose, entonces Juan es mayor que Maria. 

Por tanto o Pedro y Juan no tienen la misma edad o Juan es mayor 
que Maria. 

2. Si es diciembre, entonces el mes anterior fue noviembre. 

Si el mes anterior fue noviembre, entonces hace seis meses fue junio. 
Si hace seis meses fue junio, entonces hace once meses fue enero. 

Si el mes que viene sera enero, entonces este es diciembre. 

El mes pasado fue noviembre. 

Por tanto, este es diciembre. 

3. Si el contrato es valido, entonces Juan no perdera el pleito. 

Si Juan pierde el pleito, entonces tendra que pagar costas. 

Si ha de pagar costas, entonces Pedro no recibira su dinero. 


Suppes-Hill-9 
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Por tanto, o Pedro no recibira su dinero o el contrato no es valido. 

4. Si Maria esta en lo cierto, entonces Jaime esta equivocado. 

Si Jaime esta equivocado, entonces Luis tambien esta equivocado. 

Si Luis esta tambien equivocado, entonces el espectaculo no es esta 
noche. 

O el espectaculo es esta noche o Jose no lo vera. 

Maria esta en lo cierto. 

Por tanto, Jose no vera el espectaculo. 

5. Si Brown cumplio el contrato, entonces las mercancias fueron sumi- 
nistradas en la fecha convenida. 

Brown o cumplio el contrato o su registro de envio esta equivocado. 
Si su registro de envio esta equivocado, entonces el no ordeno el 
envio el dia siete. 

Por tanto, las mercancias no fueron suministradas en la fecha con¬ 
venida. 

6. x 2 = 9 —> x = 3 V x= —3 

x — 3 V x= —3 —» ry < 20 

<20 

Por tanto: * 2 = 9 V xy< 20 

7. x 2 = 9 -> x — 3 V x= —3 

x = 3 V x— —3 —> xy< 20 

*y<20 

Por tanto: * 2 7^9 

8 . x9^0 

* = 0 V --i(*<1 V y>x) 

y>x y> 1 & x+y>2 

Por tanto: y>\ —> x<\ 

9. X5*0 

a: = 0 V i(at < 1 V y>x) 

y>x —> y> 1 & x+y>2 

Por tanto: x+y>2 & ^>1 

10. * 2 — 3* + 2 = 0 — ^=1 V x = 2 
x= 1 V x = 2 —> 3x > x 2 

3x^>x 2 

Por tanto: 3x>x 2 V x=\ 

D. En las deducciones que siguen hay varios errores. Buscar los errores y 
corregirlos de manera que las demostraciones formales queden perfectamente 
correctas. 
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1. (1) P P 

(2) -iT V -<Q P 

(3) iQ -> -iP P 

(4) -i-iP DN 1 

(5) iQ TT 3, 4 

(6) -iT TT 2, 6 


2. (1) P & Q 

P 

(2) P —> —iR 

P 

(3) Q —► —iS 

P 

(4) P 

S 1 

(5) —iR 

TT 2, 4 

(6) Q 

A 1 

(7) -iS 

PP 2, 6 

(8) —iR & S 

A 5, 7 

(9) ~,(R V S) 

DS 8 


(i) 

R -> Q 

P 

(2) 

P -> Q 

P 

(3) 

PVR 

P 

(4) 

T & S 

P 

(5) 

Q V Q 

DS 1, 2, 3 

(6) 

Q 

DN 5 

(7) 

S 

A 4 

(8) 

Q & S 

A 5, 6 

(9) 

(Q & S) V U 

DS 8 


• 3 .5 Demostracion condicional 

A1 llegar a este punto en el estudio de la Logica estamos en condiciones 
de realizar algunas demostraciones complicadas. Sin embargo, hay algunas 
deducciones muy simples que no es posible efectuarlas con las reglas intro- 
ducidas. Un ejemplo de una conclusion obvia que no se puede deducir to- 
davia es la siguiente: 

Si Jose gana, entonces Luis es segundo. 

Si Carlos es segundo, entonces Luis no es segundo. 

Por tanto, si Carlos es segundo, entonces Jose no gana. 

Simbolicemos este razonamiento para decidir si somos o no capaces de de- 
mostrar su validez: 

Sea 



p = «Jose gana» 

Q = «Luis es segundo» 

R = «Carlos es segundo». 
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La simbolizacion del razonamiento completo es: 

P —► Q 

R —> —iQ 

R —> —iP 


Las reglas que se conocen no son suficientes para deducir la conclusion en 
este razonamiento. Tambien seria imposible encontrar una asignacion de cer- 
teza en la que las premisas fueran ciertas y la conclusion falsa. Para que la 
conclusion sea falsa R y P han de ser ambas ciertas. Pero entonces, una u 
otra de las premisas es falsa cualquiera que sea el valor de la asignacion 
de certeza dado a Q. Para deducir la conclusion, que es valida, se necesits 
una regia que no ha sido introducida hasta ahora. 

La regia de las premisas, regia P, permite introducir una nueva premisa 
en una demostracion siempre que se desee. Esta puede ser cualquier propo¬ 
sicion que se elija. En principio puede parecer absurdo, pues si se puede 
introducir cualquier premisa en cualquier momento parece que introduciendo 
la premisa conveniente se podra probar cualquier cosa que se desee. La 
cuestion esta, evidentemente, en que cada razonamiento logico se apoya en 
todas /as premisas que utiliza. Si se introduce una premisa nueva, entonces 
cualquier conclusion que se deduzca del conjunto total de premisas, se apo- 
yara sobre todas estas premisas y no solo sobre el conjunto original de las 
mismas. Es decir, cada razonamiento logicamente correcto no es mejor o peor 
que las premisas en las que se apoya. No es posible utilizar la regia P para 
deducir precisamente cualquier conclusion de un conjunto de premisas dado, 
pues en el momento que se introduce una premisa nueva, cada proposicion 
deducida, depende, ya entonces de todas las premisas que se utilicen, inclu- 
yendo la premisa nueva. 

Para indicar el conjunto completo de premisas sobre las que se basa 
una conclusion se utilizara el metodo siguiente. Cada vez que se introduce 
una premisa nueva en una deduccion se movera inmediatamente toda la de¬ 
mostracion unos pocos espacios hacia la derecha. Esto indicara que cual¬ 
quier proposicion que sea deducida en esta parte derecha de la demostracion 
final depende no solo del conjunto original de premisas dado, sino tambien 
de la premisa adicional introducida. 

El ejemplo dado anteriormente permite presentar un caso del nuevo 
uso de la regia P. En la linea (3) se introduce una nueva premisa R. A par- 
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tir de esta linea hacia abajo observese que la demostracion se ha corrido 
varios espacios hacia la derecha. 


(1) 

P -> Q 

P 

(2) 

o 

r 

t 

Q£ 

P 

(3) 

R 

P 

(4) 

—iQ 

PP 2, 3 

(5) 

-iP 

TT 1,4 


En la deduccion precedente observese la letra mayuscula P despues de la 
proposicion R en la tercera linea. Esto indica que la proposicion agregada R 
esta justificada por la regia de las premisas, regia P. Y al moverla varios lu- 
gares hacia la derecha se indica que R no es una de las premisas originales. 
Utilizando R, se podia deducir la proposicion —iP. La proposicion — iP, sin 
embargo, no se apoya solo sobre el con junto original de premisas, sino sobre 
el nuevo conjunto de premisas formado anadiendo la proposicion R. Es esen- 
cial indicar que ”iP no se deduce del razonamiento original mismo y que 
no es consecuencia logica de las proposiciones P —> Q y R —> nQ. 

Se podria resumir la idea total en esta deduccion diciendo que de las 
premisas originales, si se agrega la R , entonces se puede llegar a la con¬ 
clusion —iP. Esta idea esta muy proxima a la de la nueva regia que se va 
a introducir y que permitira completar la deduccion en el razonamiento ori¬ 
ginal hasta llegar a la conclusion. Considerando el razonamiento se ve que 
se intenta demostrar la proposicion condicional R —» —iP. 

Esta nueva regia, la regia de la demostracion condicional (CP) se enuncia 
como sigue: 

Si es posible deducir una proposicion S de otra proposi¬ 
cion R y un conjunto de premisas, entonces se puede 
deducir solo del conjunto de premisas la proposicion con¬ 
dicional R —> S . 


En la deduccion anterior era posible deducir la proposicion —iP de la pro¬ 
posicion anadida R y del conjunto original de premisas. Por tanto, se puede 
deducir la proposicion condicional R —> ~iP del conjunto de premisas solo. 
Puesto que la proposicion condicional R —> —iP se deduce solamente del 
conjunto de premisas dado, se mueve esta linea de damostracion hacia la 
izquierda de manera que se ponga en columna con las premisas originales. 

La deduccion completa de la conclusion a parxir de las premisas en este 
ejemplo, se presenta ahora en la forma: 
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(1) P->Q 

P 

(2) R —> —iQ 

P 

(3) R 

P 

(4) 'Q 

PP 2, 3 

(5) -iP 

TT 1, 4 

(6) R —> —iP 

CP 3, 5 


Observese en la deduccion completa anterior, que se deduce la linea (6) por 
medio de la demostracion condicional, utilizando las lineas (3) y (5). En la 
linea (3) se introduce el antecedente de la condicional y en la linea (5) se ha 
deducido el consecuente de la proposicion condicional. Observese tambien 
que la linea (6) se ha corrido hacia la izquierda para ponerla en columna 
con las premisas originales. Esto es debido a que la linea (6) se apoya uni- 
camente en el conjunto original de premisas. 

La idea intuitiva de una demostracion condicional es realmente muy 
simple. La conclusion deseada es una proposicion condicional, con el termino 
de enlace «si... entonces...». En el ejemplo anterior, la conclusion que se 
desea lograr es «si R entonces — iP ». A1 pregun tar si la conclusion es con- 
secuencia de las premisas dadas, se pregunta efectivamente si con las premisas 
dadas, si se tiene R entonces se puede obtener — iP . En la linea (3) se dice, 
«Permitasenos agregar R, y veremos». La linea (5) muestra que si tenemos 
R y el conjunto original de premisas se puede deducir «si R entonces — iP ». 

Una buena estrategia a seguir es esta: Si la conclusion deseada de un 
razonamiento es una proposicion condicional, anadiremos el antecedente como 
nueva premisa, correremos la demostracion varios lugares hacia la derecha 
y finalmente trataremos de deducir el consecuente del conjunto original de 
premisas mas la premisa anadida. Si se puede deducir el consecuente ana- 
diendo el antecedente como una premisa, entonces por la regia CP se puede 
demostrar que la proposicion condicional es consecuencia del conjunto origi¬ 
nal de premisas, y la demostracion se podra situar corriendola hacia la izquier¬ 
da debajo de las premisas originales. No siempre es necesario utilizar la 
demostracion condicional para deducir una proposicion condicional como 
conclusion. Pero si no se ve otra posible deduccion se introducira el ante¬ 
cedente como nueva premisa, para intentar una demostracion condicional. 

Otro ejemplo del uso de una demostracion condicional en una deduccion 
es el que se da a continuacion. La conclusion que se desea es la proposicion 


D-> C. 

(1) A — > (B —» C) P 

(2) nDVA P 

(3) B P 

(4) D P 

(5) A TP 2, 4 
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(6) 

B —> C 

PP 1, 5 

(7) 

C 

PP 3, 6 

(8) D —> C 


CP 4, 7 


La parte de la demostracion que se ha corrido varios espacios hacia la dere- 
cha se denomina demostracion subordinada. Da una respuesta a la pre- 
gunta, «^Que se podria demostrar si ademas de las premisas que se tienen 
se tuviera la premisa D? En la demostracion subordinada se dice en efecto, 
«jVeamoslo!». Y se encuentra que si se tuviera D entonces se podria ob- 
tener C. Asi en la linea (8) se dice que con las premisas originales, si D 
entonces C. 

Pero la regia P indica que se puede introducir una premisa en cualquier 
momento de una deduccion. Pero cada vez que se anade una nueva premisa 
a las premisas dadas, la demostracion ha de correrse hacia la derecha. Se 
supone que se esta ya dentro de una demostracion subordinada, y se estudia 
el ejemplo siguiente: 


Demostrar: P —> (—iQ —> R) 


(1) S & (-iP V M) 

P 

(2) M —> Q V R 

P 

(3) -iP V M 

S 1 

(4) P 

p 

(5) M 

TP 3, 4 

(6) -iQ 

P 

(7) Q V R 

PP 2, 5 

(8) R 

TP 6, 7 

(9) —iQ —* R 

CP 7, 8 

(10) P —> (~iQ —> R) 

CP 4, 9 


La conclusion ha de ser una condicional, pues se ha intentado una demostra¬ 
cion condicional. 

Se introduce el antecedente, P. de la condicional deseada, y se intenta 
deducir el consecuente, — iQ —» R. En la linea (61 se efectua otra demostra¬ 
cion condicional puesto que la — iQ —> R que se desea deducir es a su vez una 
condicional. Asi se anade su antecedente —iQ y se corre de nuevo hacia la 
derecha. Esto da una demostracion subordinada a la primera demostracion 
subordinada. Despues de deducir Q, se usa la regia de demostracion condi¬ 
cional. Esto permite volver a la demostracion a la que se esta subordinado y 
da el consecuente que se queria deducir en la primera demostracion subor¬ 
dinada. Aplicando CP de nuevo se vuelve a la demostracion principal. Una 
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aplicacion de CP da fin a una subordination. Se ha de senalar tambien que 
en cada paso se puede utilizar una linea cualquiera que aparezca antes en 
la misma demostracion o antes en cualquier demostracion a la que estemos 
subordinados. Asi, en la linea (7) se puede usar la linea (2) y la linea (5). 
Pero despues de la linea (9) no podrian utilizarse las lineas de la (6) a la 
(8), y despues de la (10), las lineas de la (4) a la (9). 

Ejercicio 8 

A. Utilizar una demostracion condicional para deducir la conclusion en cada 
uno de los siguientes razonamientos simbolizados. Dar una demostracion for¬ 
mal completa. 


1 .Demostrar: —iP —> Q 

7.Demn(R & S)->T 

(I) P V Q 

(1) -.P 

(2) —iR —> T 

(3) —iS —> P 

2.Demostrar: R —> —|Q 

8. Dem. T V —iS —> R 

(I) —iR V -iS 

(I) —iR -> Q 

(2) Q —> S 

(2) T —» —iQ 

(3) —iS —» —iQ 

3. Demostrar: C --<• — iD 

9.Dem.T-^-i(P V Q) 

(1) B —> —iC 

(1) ->s V -iP 

(2) ~i(D & - iB) 

(2) Q —* -iR 

(3) T->S & R 

4. Demostrar: —iQ —> T 

10.Dem.-iQ-^ T & S 

(1) S —» R 

(1) R-^S 

(2) S V P 

(2) S —> Q 

(3) P —> Q 

(3) R V (S & T) 

(4) R —> T 

U.D(P & Q)-> (S& T) 

5. Demostrar: P —> P & Q 

(1) R V S 

(1) R — > T 

(2) — iT — > — iP 

(2) T —> — iS 

(3) R — > —iQ 

(3) (R -» -iS) -> Q 

12. Dem. S —> P V Q 

6. Demostrar: S — > Q 

(1) S —> T 

(1) R — > Q 

(2) R->P 

(2) T —> R 

(3) S —> T 

(3) T — > R 
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13. Demostrar: —i(P V R) —> T 

(1) Q —* P 

(2) T V S 

(3) Q V “iS 

14. Demostrar: E —* K 

(1) E V F-> G 

(2) J —* ~iG & —iH 

(3) J V K 

15. Demostrar: Q <-» —iP 

(1) —1(—iP & —iQ) 

,(2) S —> —iQ 

(3) nPVS 

16. Demostrar: p —> (Q —> R) 

(1) P & Q->R 

17. Demostrar: * = 0 V x=\ —> a: 3 — 3a: 2 -|- 2at = 0 

(1) x = 0 —■> x 2 —x = 0 

(2) x — \ —> a 2 —A = 0 

(3) a: = 2 V a 2 — a = 0 —> x 3 — 3x 2 + 2x = 0 

18. Demostrar: j> = 2 V _y = 4 —> y< 4 V jy>3 

(1) (jy = 4 —> a>jv) & x> z 

(2) V z>y -> y<4 & ^3 

(3) y = 2 — z>> 

19. Demostrar: ^ = 2 —> *=jy 

(1) x^y -> at> jy V jy>* 

(2) j^2 V * = 2 

(3) V .y>* —> 

20. Demostrar: *=1 —» *^2 & 

(1) a = 1 —> xy = 2 

(2) a+j'^3 —> 

(3) jy=l V x = 2 —> -i(a+jv = 3 & *y = 2) 

B. Dar una deduccion completa para cada uno de los razonamientos siguien- 
tes para probar su validez. 

1. O el testigo no dice la verdad, o Juan estaba en casa alrededor de 
las once. 
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Si Juan estaba en casa alrededor de las once, entonces el vio a su tio. 
Si vio a su tio, entonces el sabe quien estuvo antes. 

Por tanto, si el testigo dice la verdad, entonces Juan sabe quien es¬ 
tuvo antes. 

2. O la Logica es dificil o no les gusta a muchos estudiantes. 

Si la Matematica es facil, entonces la Logica no es dificil. 

Por tanto, si a muchos estudiantes les gusta la Logica, la Matematica 
no es facil. 

3. Si los «Piratas» son terceros, entonces si los «Apaches» son segundos 
los «Bravos» seran quintos. 

O los «Gigantes» no seran primeros o los «Piratas» seran terceros. 
En efecto, los «Apaches» seran segundos. 

Por tanto, si los «Gigantes» son primeros, entonces los «Bravos» 
seran quintos. 

4. Si Juan gana, entonces Luis o Esteban seran segundos. 

Si Luis es segundo, entonces Juan no ganara. 

Si Pedro es segundo, entonces Esteban no sera segundo. 

Por tanto, si Juan gana, entonces Pedro no sera segundo. 

5. Si Isabel es su hermana, entonces Carlos es su hermano. 

Si Carlos es su hermano, entonces ella vive en la calle del Alamo. 
Por tanto, si Isabel es su hermana, entonces ella vive en la calle del 
Alamo. 

C. Si los razonamientos que siguen son validos, dar una demostracion for¬ 
mal. Si no son validos, escribir «no valido» al lado y demostrar la no validez 
por una asignacion de certeza. 

1. Si Antonio no es primero, entonces Pedro es primero. 

Pero Pedro no es primero. 

O Antonio es primero o Pablo es tercero. 

Si Jaime es segundo, entonces Pablo no es tercero. 

Por tanto, Jaime no es segundo. 

2. Si el contrato es legal y Perez entro en el contrato, entonces Garcia 
ganara el pleito. 

O Garcia no ganara el pleito o Perez sera responsable. 

Perez no sera responsable. 

Por tanto, o el contrato no es legal o Perez no entro en el con¬ 
trato. 

3. Si esperamos a Rosa llegaremos tarde. 

O no llegaremos tarde o llegaremos a la escuela despues de las 8 h, 
30 m. 

Si llegamos a la escuela despues de las 8 h, 30 m, entonces tenemos 
que presentarnos en secretaria. 
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Por tanto, si esperamos a Rosa, entonces o tenemos que presentarnos 
en secretaria o traemos una excusa por escrito. 

4. Martin fue nombrado presidente. 

Si Ruiz fue elegido, entonces Martin no fue nombrado presidente. 
Si Alonso fue elegido, entonces la eleccion se hizo boy. 

Por tanto, si Ruiz fue elegido o Alonso fue elegido, entonces la elec¬ 
cion se hizo hoy. 

5. O Maria esta con Pilar o Luisa esta con Pilar. 

Si hoy es lunes entonces Maria esta con Pilar. 

Hoy es lunes. 

Por tanto, Luisa no esta con Pilar. 

Hallar los errores en las siguientes deducciones y corregirlos. 


]. (1) —iT V —iR 

P 

(2) S —> T & 

R 

P 

(3) Q —> S 


P 

(4) Q V P 


P 

(5) —i(T & F 

0 

DL 1 

(6) -iS 


TP 2, 3 

0 

r 

r 


TT 3, 6 

(8) P 


TP 3, 7 

2. (1) —iS —> -iT 

P 

(2) T 


P 

(3) S —> R & Q 

P 

(4) Q & R — P 

P 

(5) -iS 


TT 1, 2 

(6) S 


DN 5 

(7) R & Q 


TT 3, 6 

(8) Q & R 


A 7 

(9) P 


PP 5, 8 

3. (1) T —> —iR 


P 

(2) S —> Q 


P 

(3) —iQ V R 

P 

(4) T 


P 

(5) 

-iR 

PP 2, 4 

(6) 

Q 

TP 3, 5 

(7) 

“iS 

PP 2, 6 

(8) —iS 


CP 4, 7 
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E. Si los razonamientos siguientes son validos, dar una demostracion formal. 
Si no son validos, escribir «no valido» junto a ellos y demostrar la no 
validez mediante una asignacion de certeza. 

1. Si * = 0, entonces x+y=y 
Si^ = z, entonces x+ y^y 

Por tanto, si * = 0, entonces y^z. 

2. Si * = 0, entonces v <z 
O x 7 *0 o x<y. y<z 
Si z<w f entonces *<y 
Por tanto, z<Cw. 

3. Si x<y , entonces y = z 
Si x>y , entonces y>z 

Por tanto, si x<y o x>y y, entonces y = z o y>z. 

4. Si x=y, entonces y = z 
Si y = z , entonces a: = 0 
Si x 9^0, entonces w 9 ^ 0. 

Por tanto, si«; = 0, entonces x^y. 

5. O x>y o y>x. 

Si y>x, entonces x5*0 
Si xt^O, entonces y^w 
Por tanto, si y = w, entonces x>y. 

6. Siy = 0, entonces at>z. 

Si a:>z, entonces z = w. 

O y = 0, o *>z y a: = 0 

Por tanto, si zt^w, entonces * = 0 


• 3.6 Consistencia 

Se consideran las tres proposiciones siguientes: 

1. Richard Nixon gano las elecciones presidenciales de 1960. 

2. Mi hermano pequeno puede levantar un peso de dos toneladas. 

3. Tomas es mas alto que Andres y Tomas no es mas alto que Andres. 

Podremos probablemente convenir en que cada una de las proposiciones 
es falsa. Sin embargo, sabemos que son falsas por distintas razones. 

La primera proposicion se sabe que es falsa de hecho. Pero, en distintas 
circunstancias, hubiera podido ser cierta. Se puede decir tambien que la 
segunda proposicion es falsa, pues ningun muchacho es suficientemente fuer- 
te para levantar este peso en condiciones ordinarias. Todavia se podrian 
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sugerir circunstancias en las que la proposition podria ser cierta; por ejem- 
plo, en un navio espacial donde los objetos no son pesados. 

La tercera proposition, sin embargo, no puede ser cierta, nunca y en 
ninguna parte. Es una proposition logicamente imposible. No hace falta co- 
nocer el significado de «Tomas es mas alto que Andres» para saber que no 
puede ser cierta la proposition. Se deduce de su forma logica. 

Una proposition de la forma 

(R) & —i(R) 

se denomina una contradiction. Se dice que dos proposiciones son contradic- 
torias si una es la negation de la otra. Una contradiction, entonces, es la 
conjuncion de una proposition y su negation. Siempre es falsa. La proposi¬ 
tion (3) anterior es de la forma 


R & -iR 


y, por tanto, es una contradiction. 

Con dos diagramas de certeza se puede mostrar facilmente que una con¬ 
tradiction es logicamente falsa. 


R & -iR 



R & -iR 

F F 

Ij 


Se ve en ellos que R & “~iR es falsa cualquiera que sea el valor de certeza 
de la proposition atomica R. No existe ninguna posibilidad de que sea 
cierta. Esta es la razon por la que se denomina logicamente falsa. 

Hay muchas formas que puede tomar una proposition que la hacen 
logicamente falsa. Si la proposition no tiene la forma de una contradiction 
(R & —iR), puede reconocerse utilizando las reglas de deduction hasta llegar 
a una contradiction. Las reglas nunca permiten deducir una conclusion falsa 
de premisas verdaderas, de manera que si la conclusion es logicamente falsa, 
entonces la premisa ha de ser tambien logicamente falsa. Esto se ilustra por 
medio de 

Ejemplo a. 

(1) —1(—iS VS) P 
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Esta proposicion no presenta la forma de una contradiccion pero se puede 
deducir 


y 


—i—iS & —iS DL 

~iS & —i—iS CL. 


La lmea (3) es de la forma R & —iR y esto demuestra que la premisa no 
puede ser verdadera. 

Otro ejemplo en el que la premisa es logicamente falsa es: 

Ejemplo b. 


(1) (S —> R) & —1(—iS V R) P 

(2) S —> R SI 

(3) —«(—iS V R) SI 

(4) S & -iR DL 3 

(5) S S 4 

(6) —iR S 4 

(7) R PP 2, 5 

(8) R & -.R A 7, 6 

Las dos ultimas lineas de esta demostracion hubieran podido ser: 

(7) iS TT 2, 6 

(8) S & iS A 5, 7. 


No importa, pues, cual sea la contradiccion que en cada caso se ha dedu- 
cido. 


Ejercicio 9 

Simbolizar cada una de las proposiciones siguientes. Decir si son o no logica¬ 
mente falsas. Si lo son, deducir una contradiccion para demostrarlo. 

1. Es jueves o no es jueves. 

2. Si Juana es aha, entonces su hermano no es bajo, pero Juana es alta 
y su hermano es bajo. 

3. No ocurre que Jose g&nara la lucha y que Jose no ganara la lucha. 

4. A la vez A no es igual a B y C es igual a B, y si C es igual a B , 
entonces A es igual a B . 

—i(—.(*<2 V x = 2) V i(*<2 & x9^2) ) 


5. 
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Se sabe que una contradiction, P & —iP, es la conjuncion de una pro¬ 
position y su negation. Si una de las proposiciones en la conjuncion es una 
proposition cierta, entonces la otra ha de ser falsa; logicamente no pueden 
ser ambas ciertas. Su conjuncion, entonces, ha de ser una proposition falsa. 
Cada dos o mas proposiciones que logicamente no pueden ser ciertas a la vez 
se dice que son inconsistentes. Se dice que forman un conjunto inconsistente 
de proposiciones y juntas implican una contradiction. 

En algunos casos lo que interesa no es deducir una conclusion particular, 
sino deducir si un conjunto de proposiciones es consistente o inconsistente. 
Para demostrar que unas premisas son inconsistentes se deduce una contradic¬ 
tion. Utilizando las reglas y metodos de deduction que ya conocemos, si es 
posible deducir una contradiction a partir de las premisas, se ha obtenido una 
demostracion de que el conjunto de las premisas es inconsistente. Se ha 
demostrado que no pueden ser todas ciertas a la vez. 

El metodo de demostracion es el que se sigue para deducir una conclu¬ 
sion. En este caso, sin embargo, no se pretende deducir una conclusion par¬ 
ticular, sino una contradiction cualquiera. No importa cual sea la contradic¬ 
tion deducida. Puede ser una proposition cualquiera que tenga la forma 
P & -iP. 


Ejemplo c. 

(1) Si Antonio gana la carrera, entonces Juan queda segundo. 

(2) Antonio gana la carrera. 

(3) Juan no queda segundo. 

Se puede ver que estas tres proposiciones no pueden ser verdaderas simul- 
taneamente. Sin embargo, cada dos de ellas pueden ser verdaderas a la vez. 
Se pueden traducir: 

(1) D —> J 

(2) D 

(3) -ij 


Cualquiera de las dos demostraciones siguientes muestran que son inconsis- 


tentes. 




(1) D —► J 

P 

(1) D —> J 

P 

(2) D 

P 

(2) D 

P 

(3) -ij 

P 

(3) -ij 

P 

(4) J 

PP 1, 2 

(4) —>D 

TT 1, 3 

(5) J & —ij 

A 3, 4 

(5) D & —iD 

A 2, 4 
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Ejemplo d. 

(1) Si la region esta cerca del ecuador, entonces el sol esta 
siempre proximo al zenit. 

Si el sol esta siempre proximo al zenit, entonces la region 
tiene un clima tropical calido. 

Si la region tiene latitud grande, entonces no tiene clima 
tropical calido. 

Esta region esta cerca del ecuador y tiene latitud grande. 

La deduccion siguiente muestra que es posible deducir una contradiction 
(linea 10) utilizando las reglas de inferencia logica. Se tiene asi una demos- 
tracion de. que las premisas.del ejemplo son inconsistentes. 


(1) E —> S 

P 

(2) S —► H 

P 

(3) A —> — iH 

P 

(4) E & A 

P 

(5) A 

S 4 

(6) -iH 

PP 3, 5 

(7) E 

S 4 

(8) E —> H 

HS 1, 2 

(9) H 

PP 7, 8 

(10) H & -iH 

A 6, 9 


Otro ejemplo de una deduccion que muestra que las premisas simboli- 
zadas son inconsistentes es: 

Ejemplo e. 


(1) — 1( — iQ V P) 

P 

(2) P V -iR 

P 

(3) Q —> R 

P 

(4) — i — iQ & —iP 

DL 1 

(5) --->0 

S 4 

(6) Q 

DN 5 

(7) R 

PP 3, 6 

(8) ^P 

S 4 

(9) —iR 

TP 2, 8 

(10) R & -iR 

A 7, 9 
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Ejercicio 10 

A. Demostrar que los conjuntos de premisas siguientes son inconsistentes 
deduciendo una contradiccion para cada uno. 

1. (1) —iQ —> R 

(2) —iR V S 

(3) -.(P V Q) 

(4) —iP —> —iS 

2. (1) T —> P 

(2) T & R 

(3) Q —> —iR 

(4) P V S-*Q 

3. (1) R —R & Q 

(2) -iSVR 

(3) —iT V iQ 

(4) S & T 

4. (1) TV — iR 

(2) ~i(R -♦ S) 

(3) T —> S 

5. (1) Q —» P 

(2) -i(P V R) 

(3) Q V R 

6. (1) * = 1 —» y<x 

(2) y<x —> y = 0 

(3) —i(jv = 0 V *5*1) 

7. (1) x=y -* x<4 

(2) *<4 V *<z 

(3) —i (x<z V x-Ay) 

8. (1) 2x5 = 54-5 <-* 2x6 = 64-6 

(2) 3X4= 10 <-> 4X3= 10 

(3) 3X4=10 V 2x6 = 64-6 

(4) 2x55*54-5 & 4X35*10 



Suppes-Hill -10 
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(1) 

x<y 

—► 

x9^y 

(2) 

y>z 

-* 

z<y 

(3) 

x=y 

& 

y> z 

(4) 

x<y 

V 

z<y 

(1) 

x = 0 

<—> 

x -+- v —y 

(2) 

x> 1 

& 

* = 0 

(3) 

x+y - 

=y 

—► *> 1 


Supongase que no se sabe si un conjunto de premisas es consistente o incon- 
sistente. Se intenta deducir una contradiccion y no se logra. El hecho de no 
poder probar la inconsistencia deduciendo una contradiccion no es una de-* 
mostracion de que las premisas son consistentes. Se necesita un metodo o 
tecnica definida para la demostracion de la consistencia de un conjunto de 
premisas. El metodo de asignacion de certeza es la tecnica apropiada. 

A1 decir que las premisas son inconsistentes se quiere indicar que no 
pueden ser simultaneamente ciertas. Por tanto, si es posible encontrar, por 
lo menos, una asignacion de certeza en la que todas las premisas sean ciertas 
a la vez, entonces sabemos que no son inconsistentes. Una asignacion de cer¬ 
teza en la que todas las premisas son ciertas da una demostracion de que el 
conjunto de estas premisas es consistente. Consideremos las premisas: 

Si Juana es joven, entonces Rosa es vieja. 

Si Rosa es vieja, entonces Marta es joven. 

Marta no es joven. 


Para demostrar su consistencia se empieza simbolizando las proposiciones 
para poner de manifiesto su forma. Despues se busca una asignacion de cer¬ 
teza que hara verdaderas todas las proposiciones: 


J -> L 
L —» M 
—iM 


Premisas: 





Estos' diagramas demuestran que es posible que todas las premisas sean 
ciertas en una asignacion de certeza para las letras atomicas, lo que demues- 
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tra que las premisas son consistentes. La estrategia seguida en este ejemplo es 
la siguiente. Se observa en primer lugar que para hacer cierta la premisa — iM 
se ha de asignar la F de falsa a la M. Entonces, para que la premisa L-»M 
sea cierta se ha de asignar la F a la L, , porque al consecuente M se le ha 
asignado la F de falso. Habiendo asignado la F a L, para hacer cierta la 
premisa J —> L se ha de asignar la F a J, que completa las asignaciones de 
certeza para las proposiciones atomicas. Despues se completan los diagramas 
de certeza, y se comprueba que estas asignaciones de certeza hacen, en efecto. 
ciertas las premisas conjuntamente. 


Ejercicio 11 


A. Demostrar que los siguientes conjuntos de premisas son consistentes 
presentando interpretaciones en las que todas las premisas sean ciertas: 


1. (1) Q & ~iS 

(2) -,(P V S) 

(3) Q —► T 

2. (1) P —► Q 

(2) Q —► R 

(3) nRVS 

3. (1) T —R 

(2) ~nR — > S 

(3) S V T 


(1) 

-iP V — >R 




(2) 

— iP — > S 




(3) 

— iS 




(1) 

R — > Q 




(2) 

P —> Q 




(3) 

Q —> —iT 




(1) 

3X5=12 


6 + 8 = 

11 

(2) 

6 + 8=11 


13 —9 

= 7 

(3) 

3X55*12 

& 

13—9 

= 7 


B. Para cada uno de los conjuntos de premisas siguientes, decidir si son 
consistentes o inconsistentes. Demostrar la respuesta. 


1. Si Marfa es la mayor, entonces Jose es mas joven que Susana. 

Marfa es la mayor e Isabel no es mayor que Susana. 

No ocurre que o Susana es la mayor o Isabel es mayor que Susana. 

2. A es el vencedor y C no es el tercero. 

Si A es el vencedor, entonces B es el cuarto. 

Si C no es el tercero, entonces B no es el cuarto. 

3. Juan esta en la biblioteca y no ocurre que Tomas esta en la clase de 
Historia o que Luis esta en la clase de Historia. 

Si Pedro esta en el laboratorio de Qufmica, entonces Luis esta en la 
clase de Historia. 

Si Miguel esta en la clase de Geometrfa, entonces Tomas esta en la 
clase de Historia. 
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(1) -iQ V R 

P 

(2) P —» —iR 

P 

(3) Q 

P 

(4) P 

P 

(5) -,R 

PP 2, 4 

(6) -iQ 

TP 1, 5 

(7) Q & —iQ 

A 3, 6 

(8) P -+ Q & -iQ 

CP 4, 7 

(9) -nP 

Ab 8 


Observese que esta es una demostracion condicional. La premisa que se 
anade es la negacion de la conclusion que se desea. En cada demostracion 
indirecta se deduce una contradiccion, como en la linea (7) del ejemplo, de 
una premisa anadida, linea (4), y siempre se infiere la negacion de la pre¬ 
misa anadida, linea (9). Si se utiliza solo la ley del absurdo, entonces se 
necesitaria siempre un paso condicional como en la linea (8), antes de poder 
inferir la negacion de la premisa anadida. Pero la regia de la demostracion 
indirecta permite combinar este paso de demostracion condicional y el uso 
de la ley de absurdo en un solo paso. No hace falta escribir la linea CP. 

La regia de demostracion indirecta (RAA) se expresa: 

Si se puede deducir una contradiccion de un conjunto de 
premisas y de la negacion de S, entonces S puede dedu¬ 
cir se del conjunto de premisas solo. 

Se utilizan las letras «RAA» (por reduccion al absurdo) para refirirse a la 
regia de demostracion indirecta. 

Los pasos utilizados en una demostracion indirecta son: 

(1) Introducir la negacion de la conclusion deseada como una nueva 
premisa. 

(2) De esta nueva premisa, junto con las premisas dadas, deducir una 
contradiccion. 

(3) Establecer la conclusion deseada como una inferencia logica deducida 
de las premisas originales. 

El ejemplo que sigue ilustra el uso de una demostracion indirecta para 
llegar a la conclusion deseada. La conclusion deseada es — iD. 


(1) D —► W 

(2) A V -iW 

(3) -.(D & A) 


P 

P 

P 
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(4) 

(5) 

( 6 ) 

(7) 

( 8 ) 

(9) 

(10) -.D 


D 

W 

A 

~iD V nA 
—iA 

A & —iA 


P 

PP 1, 4 
TP 2, 5 
DL 3 
TP 4, 7 
A 6, 8 
RAA 4, 9 


Examinemos la deduccion anterior y observemos los tres pasos que siem- 
pre se dan en una demostracion indirecta. El primer paso, la introduction de 
la negacion de la conclusion deseada como una nueva premisa, se ve en la 
linea (4), pues D es la negacion de — iD. El segundo paso, la deduccion 
de una contradiccion de la nueva premisa junto con las premisas dadas se 
consigue entre las lineas (5) y (9). La linea (9), A & — iA, es la contradiccion 
deducida. El tercer paso, estableciendo la conclusion deseada como una infe- 
rencia de las premisas, se encuentra en la linea (10). Nuestra conclusion — iD, 
se deduce por RAA de las premisas, teniendo en cuenta la premisa anadida 
en (4) y de la contradiccion deducida de ella en (9) A1 anadir la nueva pre¬ 
misa en la linea (4) la demostracion se ha corrido hacia la derecha. 

Una demostracion subordinada indica que cada deduccion del conjunto 
de premisas mas la premisa anadida depende de la premisa anadida en adi- 
cion con las tres originales. La conclusion de ella se ha retrocedido alinean- 
dola por la izquierda con el conjunto original de premisas, para indicar que 
se ha deducido logicamente del conjunto original de premisas solamente. Una 
demostracion subordinada puede terminarse solo si se aplica CP o RAA. 

Se considera otro ejemplo del uso de una demostracion indirecta. En 
un juego de «baseball» se razona de la siguiente forma: 

Si Juan juega como primera base y Bill juega como lan- 
zador contra nosotros, entonces el «Universitario» ganara. 

O el «Universitario» no ganara o el equipo terminara a 
la cabeza de la clasificacion. 

El equipo no terminara a la cabeza de la clasificacion. 

Ademas, Juan jugara como primera base. 

Por tanto, Bill no lanzara contra nosotros. 

Para poner de manifiesto que basta una contradiccion cualquiera que se ob- 
tenga, se dan dos demostraciones formales por RAA. 


(1) J & B->S 

(2) nSVT 

(3) -.T 


P 

P 

P 
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(4) J 

(5) B 

(6) J & B 

(7) ~>S 

(8) —i(J & B) 

(9) (J & B) & 

(10) —iB 


(1) J & B —► S 

(2) nSVT 

(3) —iT 

(4) J 

(5) B 

(6) -«S 

(7) -.(J & B) 

(8) —iJ V iB 

(9) ~>B 

(10) B&-.B 

(11) -iB 


P 

P 

A 4, 5 
TP 2, 3 
TT 1, 7 

i(J & B) A 6, 8 

RAA 5, 9 

P 

P 

P 

P 

P 

TP 2, 3 
TT 1, 6 
DL 7 
TP 8, 4 
A 5, 9 
RAA 5, 10 


Observese en la segunda demostracion que la linea (9) es —iB, la con¬ 
clusion deseada. Pero la demostracion no es todavia completa porque esta 
en una demostracion subordinada, depende de la premisa ariadida, no solo 
de las premisas originales. 

En el ejemplo que se acaba de dar, la conclusion se dedujo por demos¬ 
tracion indirecta. La adicion de B como una premisa conduce a una contra- 
diccion y, por tanto, podria concluirse la negacion de B, —iB. En el mismo 
ejemplo se hubiera podido deducir —iB por una demostracion directa sin 
anadir una premisa. Ambos metodos son correctos. Como en todo juego, hay 
muchos movimientos diferentes permitidos por las reglas. La cuestion esta 
en hacer los movimientos que conduciran a la meta, que es la conclusion 
deseada. 

No existe ninguna regia general que nos diga exactamente cuando se 
ha de usar una demostracion directa y cuando se ha de usar una demostra¬ 
cion indirecta. En general, una demostracion indirecta viene sugerida por 
un conjunto de premisas del cual no se ve facilmente un punto de partida 
para la demostracion. En tal situacion, tal vez anadiendo una premisa: la 
negacion de la conclusion deseada, se pueda encontrar el lugar por donde 
empezar. El segundo ejemplo de esta seccion sobre demostraciones indirectas 
ilustra este dilema. En las premisas dadas se encontraban solo condicionales 
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y disjunciones de manera que no se encontraba punto de partida. Sin embar¬ 
go, anadiendo una premisa, se tiene una proposicion atomica que abre el 
camino a otros movimientos que conducen eventualmente a la conclusion. 


Ejercicio 12 

A. Demostrar que las conclusiones siguientes son validas utilizando una 
demostracion indirecta. 


1. Demostrar: -iP 

(1) —i(P & Q) 

(2) P —> R 

(3) Q V -iR 

2. Demostrar: —iT 

(1) T —> —iS 

(2) F —> —iT 

(3) S V F 


3. Demostrar: R 

(1) -i(P & Q) 

(2) -iR — Q 

(3) —iP —> R 

4. Demostrar: —i(A & D) 

(1) A-BVC 

(2) B —> —iA 

(3) D —> —iC 

5. Demostrar: —iE V M 

(1) S V O 

(2) S —> —.E 

(3) O —> M 


6. Demostrar: ~iT 

(1) P V Q 

(2) T —> ~iP 

(3) —i(Q V R) 

7. Demostrar: “1(1 V S) 

(1) — iR V -iB 

(2) T V S —> R 

(3) B V “iS 

(4) -.T 

8. Demostrar: —iP 

(1) P > “'S 

(2) S V -iR 

(3) -.(T V —iR) 

9. Demostrar: —iS V — iT 

(1) —iP —» —iS 

(2) -.PVR 

(3) R —» —.T 

10. Demostrar: R 

(1) T & R <-> —.S 

(2) —.S > T 

(3) —iR —> —'S 


11. Demostrar: “i(y=l —> A: 2 >xy) 

(1) x= 1 V — \(x+y=y V *>>0 

(2) x>y —r x 2 >xy & y= 1 

(3) x*l 
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12. Demostrar: —(a = 2 <-» x=y) 

( 1 ) x<y —» xy — x 

( 2 ) xT^y & xyj*x 

(3) x<y V y = 1 -> x = 2 

13 Demostrar: 2x = 12 —► y = 4 

(1) 2*4-3y = 24 

( 2 ) (a: = 6 -> y = 4) V 2*=12 

(3) (2x= 12 -> * = 6 ) V 2*+ 3^ 24 

(4) * 7^6 

14. Demostrar: * = 0 

(1) 1 V Z5* — 1) 

( 2 ) (x<y & *>z) & z =—1 —> * = 0 

(3) —i(y=l V * = 0) V (*<y & *>z) 

15. Demostrar: ^ = 0 

(1) y=l -> x = 0 V *>y 

(2) z=-l -> * = 0 V *<z 

(3) x>y 

(4) x<z 

( 5 ) y = 1 V z = 1 

B. En la Seccion A anterior se podia deducir la conclusion utilizando de- 
mostraciones indirectas. £Se podria dar una demostracion directa en cada uno 
de los ejemplos de la Seccion A? Si es asi, indicar una demostracion directa 
en la forma tfpica para cada ejemplo donde el metodo directo sea posible. 

C. Cada una de las deducciones siguientes contiene errores. Hallar todos 
!os errores y hacer las correcciones necesarias. 


1. Demostrar: —i(V & R) 

(1) V —> T 

P 

(2) T —> S 

P 

(3) R —> —iS 

P 

(4) V & R 

P 

(5) T 

TP 1, 4 

(6) -iS 

PP 2, 5 

(7) R 

S 4 

(8) —i—iS 

PP 3, 7 

(9) -iS & —i—iS 

A 6, 8 
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(10) V & R —> ~iS & —i—iS 

CP 4, 9 

(11) V & R 

RAA 10 

Demostrar: ~i(T V P) 

(1) -iT V —iR 

P 

(2) —iR —> S 

P 

(3) -iS & -iP 

P 

(4) —iR 

S 1 

(5) -iS 

PP 2, 4 

(6) —i—iR 

TT 2, 5 

(7) T 

TP 1, 6 

(8) 

S 3 

(9) T & -iP 

A 7, 8 

(10) i(T V P) 

DL 9 


• 3.8 Resumen 

Hemos aprendido a demostrar la validez de inferencia casi de forma analoga 
a como se aprende a jugar un juego. Se parte de premisas dadas y el objetivo 
es alcanzar una conclusion particular. El camino que se sigue para ello es 
deducir proposiciones, de otras proposiciones que ya se han obtenido utili- 
zando las reglas de inferencia. Cada movimiento que se realiza ha de estar 
permitido por una regia. 

En una demostracion formal se ha de justificar cada paso que se de 
haciendo referencia a una regia de inferencia. Tambien se ha de indicar las 
proposiciones de las que se ha deducido la nueva proposicion. Las reglas 
permiten hacer muchos movimientos, pero la estrategia estriba en hacer 
aquellos que conducen al objetivo, la conclusion deseada. 

La idea de inferencia se resume en esta forma: 

De premisas ciertas se obtienen solo conclusiones ciertas. 

Puesto que las reglas de inferencia valida, permiten deducir solo consecuen- 
cias ciertas de premisas ciertas, si se encuentra un caso en el que se ha de¬ 
ducido una conclusion falsa de premisas ciertas se sabe que la inferencia 
no es valida. Asi, si se asignan valores de certeza a las proposiciones atomi- 
cas de manera que las premisas sean ciertas y la conclusion falsa, se ha 
demostrado la no validez del razonamiento. 

Ademas del metodo directo de demostracion se puede utilizar con fre- 
cuencia la regia que permite introducir una premisa en la demostracion. En 
una demostracion condicional, por ejemplo, se introduce el antecedente de la 
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conclusion (cuando es una proposicion condicional) como premisa, y, si se 
puede deducir el consecuente, entonces se ha demostrado que la proposicion 
condicional es consecuencia de las premisas originales. En una demostracion 
indirecta, si introduciendo la negacion de la conclusion deseada se puede 
deducir una contradiccion de la forma P & —iP, entonces se puede afirmar 
la conclusion deseada por la regia de reduction al absurdo. 

Algunas veces no se desea deducir una conclusion de un conjunto de 
premisas, y lo que se busca es determinar si un conjunto de premisas es 
consistente o inconsistente. Se demuestra que las premisas son inconsistentes 
si se puede deducir de ellas una contradiccion de la forma P & ~nP. Enton¬ 
ces se sabe que todas las premisas no pueden ser simultaneamente ciertas. 
Para demostrar la consistencia de premisas se halla ana asignacion de certeza 
en la que todas las premisas sean simultaneamente ciertas. 

La teoria de la inferencia, de la que nos hemos ocupado hasta ahora, es 
la teoria proposicional de inferencia. 

Ejercicio 13 
Ejercicios de repaso 

A. En cada uno de los ejercicios siguientes, primero expresar las proposi- 
ciones con simbolos logicos y despues establecer y demostrar si son logica- 
mente falsas deduciendo una contradiccion, o posiblemente ciertos como 
resultana de una asignacion de valores de certeza. 

1. Hay cincuenta estados en los Estados Unidos, pero si los Estados 
Unidos no hubieran comprado Alaska a Rusia, entonces no habria 
cincuenta estados en los Estados Unidos. 

2. No ocurre que o Juan toca la trompeta o no toca ningiin instrumento, 
entonces Juan toca la trompeta. 

3. A Luis le gusta el latin y no le gusta el latin. 

4. (—iP & Q) & (Q — ► P). 

5. (P & Q) —► (P —► Q V R) 

6. —1[(— iP V Q) V (— iP V -iG»] 

7. P-*-iP 

8. -i(P V -iP) 

9. (* = 3 -> *<4) & *7*3 

10. —i((l =2 2=n 1 t*2) 


B. Expresar los conjuntos siguientes de proposiciones en simbolos logicos 
y despues establecer y demostrar si son consistentes o inconsistentes. 
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1. Si Alicia esta bien, entonces su temperatura no es 37,6. 

Alicia esta bien si y solo si su temperatura es 37,6. 

Pero si esta bien y su temperatura no es 37,6 entonces ella no esta 
bien. 

2 . Los nitratos se forman del nitrogeno atmosferico libre o los nitratos 
se forman de las protemas descompuestas en el suelo. 

Si los nitratos se forman del nitrogeno atmosferico libre, entonces 
este proceso de formacion de nitratos se denomina fijacion del nitro¬ 
geno. 

El proceso no incluye liberacion de amonfaco de las protemas des¬ 
compuestas. 

Si el proceso no incluye liberacion de amomaco de las protemas 
descompuestas, entonces los nitratos no estan formados de las pro¬ 
temas descompuestas en el suelo. 

3. No ocurre que o Juan compra una raqueta de tenis o compra una 
pelota de tenis. 

O Juan compra una pelota de tenis o no esta satisfecho con la raqueta 
que ya tiene. 

Si Juan no compra una raqueta de tenis, entonces esta satisfecho con 
la raqueta que ya tiene. 

4. Si Antonio visita a Jose, entonces Pablo visita a Pedro. 

Si Pablo no visita a Pedro, entonces o Antonio y Pablo van al cine o 
acaban su trabajo de ingles. 

Pero Antonio y Pablo no acaban su trabajo de ingles. 

Ademas, Antonio y Pablo van al cine y Antonio no visita a Jose. 

5 . Si un hilo en un circuito electrico se funde y el hilo de otro no se 
funde, entonces el primer hilo tiene una resistencia mas elevada, o ha 
pasado por el una corriente de mayor intensidad. Si el primer hilo 
tiene mayor resistencia, entonces una mayor cantidad de energia en el 
primer circuito se convirtio en calor. 

Si una corriente de mayor intensidad ha circulado por el, entonces 
una mayor cantidad de energia en el primer circuito se convirtio 
en calor. 

No ocurre que una mayor cantidad de energia electrica en el primer 
circuito se convirtiera en calor. 

No ocurre que un hilo en un circuito electrico se funda y el hilo en 
otro no se funda. 


(1) E — ► G V H 

7. (1) P & Q 

X 

r 

T 

CM 

(2) P —> —>R 

(3) G & H 

(3) ~iR & S —> —iQ 

(4) G — > —iE 

(4) Q —► S 
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8. (1) U —► W V (R V S) 9. (1) 

(2) W V R -> -nil (2) 

(3) U & ~iS (3) 

10 . ( 1 ) X9 & yp^z 

(2) -i (x = z V x<z) 

(3) 2=2 y = z 

(4) *<z V 2 = 2 

C. En cada uno de los ejemplos que siguen, demostrar en forma tipica 
completa que la conclusion es consecuencia de las premisas dadas o dar una 
asignacion de certeza para mostrar que la conclusion no se deduce logica- 
mente. 

1. Si el palo empieza a golpear al perro, entonces el perro empieza 
a morder al cerdo. 

Si el perro empieza a morder al cerdo, entonces el cerdo saltara sobre 
el portillo. 

El palo empieza a golpear al perro. 

Por tanto, el cerdo saltara sobre el portillo. 

2. Si el freno falla o el camino esta helado, entonces el coche no parara. 
Si el coche se reviso, entonces no fallaran los frenos. 

Pero el coche no se reviso. 

Por tanto, el coche no parara. 

3. Si se ha construido una presa para suministrar potencia hidroelectrica, 
entonces la industria fabril aumentara considerablemente. 

Si no se ha construido una presa para suministrar potencia hidro¬ 
electrica, entonces la economia se ha de basar totalmente en productos 
agricolas. 

Por tanto, o la industria fabril aumentara considerablemente o la 
economia se ha de basar totalmente en productos agricolas. 

4. O no hay muchos gatos o hay pocos ratones. 

Hay muchas flores. 

Si hay pocos ratones y hay muchas flores habra muchos abejorros. 
Por tanto, hay muchos gatos o habra muchos abejorros. 

5. Si el punto de una recta representa un entero, entonces el numero 
se puede definir por un decimal infinito o por un par de decimales 
infinitos. 

O el numero se puede definir por un decimal finito o el numero 
puede ser definido o bien por un decimal infinito o por un par de 
decimales infinitos. 

El numero no puede ser definido por un decimal finito. 

Por tanto, el punto en la recta representa un entero. 


P-^QVR 

Q —> -iP 

R -iP 
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6. Un gas denso (clorhidrico) se introduce en un frasco y sobre el se 
coloca un frasco que contenga un gas de menor densidad (amomaco). 
Si los gases se mezclan por difusion, entonces el clorhidrico ha su- 
bido y el amomaco ha descendido. 

Si el clorhidrico ha subido y el amomaco ha descendido, entonces el 
movimiento de los gases es opuesto al originado por la gravedad. 

Si el movimiento de los gases es opuesto al originado por la grave- 
dad, entonces el movimiento ha de ser debido al movimiento mole¬ 
cular. 

Por tanto, el movimiento ha de ser debido al movimiento molecular. 
7. Demostrar: -,B —» —iQ 12. Demostrar: C 


(1) R —► N 


(1) W —> F 

(2) K -> B V R 


(2) F & C<- W 

(3) Q V M —> K 


(3) iC —+ W 

4^ 

J 

z 



8. Demostrar: —ij V C 

13. 

Demostrar: C & — iD 

(1) J V S —► C & V 


(1) A & C —> B 



(2) -iA V (C V D) 



(3) A & B 

9. Demostrar: P 

14. 

Demostrar: P & Q 

(1) R V Q —> —iP 


(1) P<->Q 

(2) S ~.Q 


(2) P V Q 

(3) —iR & S 



10. Demostrar: B V C 

15. 

Demostrar: —iS —♦ —iR 

(1) A->B 


(1) R —» ~iQ 

(2) C —> D 


(2) R V Q 

(3) A V D 


(3) R-^S 

1 1. Demostrar: G V J —> H V K 

16. 

Demostrar: M N 

(1) G —> H 


(J) M V N 

(2) J —> K 


(2) N (M —> P) 



(3) P V (N & Q) 



(4) Q <-> (P — > N) 

17. Demostrar: x = 3 



(1) x 2 — 5x + 6 = 0 

V 

x 2 — 7x+ 12 = 0 

(2) x 2 — lx-\- 12 = 0 

<—> x — 3 V x = 4 

(3) jt 2 — 5x + 6 = 0 


x=3 V x=2 


L 
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18. Demostrar: z = 3 

(1) *<^ & y<z — ► x<z 

(2) (y<z —+ x<z) —> z = 3 

(3) *<jy 

19. Demostrar: *<z 

( 1 ) * —> xj*0 

(2) x & z = — 1 

(3) x<z —» *5^0 

20. Demostrar: —i(2*-f2y = 8 <-> y = 2) 

(1) jy = 2 —► 4x+.y = 6 

(2) ) = 3 -► 2x + 2y = 8 

(3) “i(4*+j; = 6 V y^3) 

Examen de repas o 

I. Demostrar, mediante asignacion de certeza o deduccion, si cada una de las 
formulas es posiblemente cierta o logicamente falsa. 

a. (P <-> Q) & (P & —iQ) 

b. P & —i[(P V Q) V R] 

c. ((P —> Q) —* Q) —* Q 

d. (. x<y —> = = * —► *<?) 

a- = 3 & —i(*5^v V * = 3) 

II. Demostrar, mediante asignacion de certeza o deduccion, si cada uno de 
los conjuntos de premisas siguientes es consistente o inconsistente. 


a. 

(i) 

nPVQ 

d. 

(i) 

A -> (B & C) 



(2) 

~iR —» —iQ 


(2) 

D -> (A V E) 



(3) 

P —> R 


(3) 

E -> (C -» F) 






(4) 

-iD V -iF 


b. 

(1) 

P * (Q * R) 

e. 

(1) 

P —> Q V —iR 



(2) 

P &-.R 


(2) 

P —> R 



(3) 

Q 


(3) 

P —►—iQ 






(4) 

P 


c. 

(1) 

P — Q 

/• 

(1) 

x^l 



(2) 

R —> S 


(2) 

x+y^y —> 

x>0 


(3) 

P V G 


(3) 

—1(*>0 V y^l) 


(4) 

Q & S 


(4) 

x+y=y *-> 

X9^\ 
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III. Deducir, si es posible, la conclusion deseada de las premisas dadas 
en cada una de las siguientes. Si la conclusion no es consecuencia, escribir 
«no valida» y dar una asignacion de certeza que lo demuestre. 

a. O Francia era una monarqufa en 1780 o Francia era una republica 
en 1780. 

Si Francia era una monarqufa en 1780, entonces la Revolucion ame- 
ricana precede a la Revolucion francesa. 

Francia no era una republica en 1780. 

Por tanto, la Revolucion americana precede a la Revolucion fran¬ 
cesa. 

b. Si el angulo alfa es igual al angulo beta, entonces el angulo beta es 
igual a 45°. 

Si el angulo beta es igual a 45°, entonces el angulo theta es igual 
a 90°. 

O el angulo beta es recto o el angulo beta no es igual a 90° 

El angulo theta no es recto. 

Por tanto, el angulo alfa no es igual al angulo beta. 

c. Si Julio elige a Tomas como director de la campana electoral, en¬ 
tonces ganara las elecciones. Si Julio no gana las elecciones, entonces 
continuara como editor del periodico. 

Si coritinua como editor del periodico, entonces Pablo sera el editor 
asociado. 

Por tanto, o Pablo sera el editor asociado o Julio no elige a Tomas 
como director de su campana electoral. 


d. Demostrar: —iP 

(1) P->Q 

(2) R V -iQ 

(3) -iP V —iR 

e. Demostrar: C V —iA 

(1) A —> B 

(2) -iB > C V D 

(3) -iD 

/. Demostrar: —£ 

(1) E —> (G V H) 

(2) G —> (H —> K) 

(3) -iL 


g. Demostrar: N 

(1) L V (M & N) 

(2) L — N 


h. Demostrar: A —> (C —■» E) 

(1) AVB -* (C V D -* E) 


i. Demostrar: P —> S 

(1) P —> Q 

(2) P —> (Q —> R) 

(3) Q —> (R -> S) 


Suppes-hill -11 




a 

a 
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/. (1) M —> —i(P V Q) 

(2) -i(P V Q) -> N 

(3) M —> N 

g. (1) x+y = 3 V (y = 2 —> x+y = 5) 

(2) (y — 2 —» x+y = 5) V x+y = 3 

A. (1) R —» —iQ 
(2) Q V P 

(3> —1(— iR V P) 

(4) R & -iP 

(5) R 

(6) —iQ 

(7) P 

(8) ^P 

(9) P & —iP 

(10) — iR V P 


(I) (*7^3 

V y = 2) & 

x>y 

(2) (x = 3 

x =y) —” 

x>y 

(3) 

^ = 2 

-> x=y 

(4) 

x^3 

CM 

II 

> 

(5) 



(6) 



(7) 

x = 3 

- y=2 

(8) 

x — 3 

-* *=y 

(9) 

x>y 


(10) 

x>y 


01) 

x>y 

& x>y 


(12) —\(y = 2 —> x=y) 

j. (1) — iR V S 

(2) —iR —> A & B 

(3) S->C 

(4) (A & B) V C 


CAPITULO 4 

TABLAS DE CERTEZA 

• 4.1 Tablas de certeza 


Un metodo en general mas conveniente que el diagrama para analizar los 
valores de certeza de proposiciones, es el de poner todas las posabilidades 
de certeza o falsedad en forma de una tabla. En efecto, todas las reglas 
de certeza funcional que se utilizan para proposiciones moleculares pueden 
resumirse en forma de tabla. Estus tablas basicas de certeza indican rapida- 
mente si una proposicion molecular es cierta o falsa si se conoce la certeza 
o falsedad de las proposiciones que la forman. Se dan a continuacion las tablas 
basicas de certeza para los cinco terminos de enlace de proposiciones. Si se 
conocen los valores de certeza de una proposicion P y de una proposicion Q, 
se busca la lmea que presenta esta combinacion particular de valores de 
certeza y en la misma linea en la columna de la proposicion molecular se 
encontrara su valor de certeza. 


Negation 


Conjuncion 


Disjuncion 


P -iP P Q P & Q 

C F C C C 

F C C F F 

F C F 

F F F 


P Q PVQ 

C C C 

C F C 

F C C 

F F F 


Condicional 

P Q P —+ Q 

C C C 

C F F 

F C C 

F F C 


Equivalencia 

P Q P <-* Q 

C C C 

C F F 

F C F 

F F C 


En estas tablas se hallan resumidas todas las reglas de aplicacion estudiadas. 
Si se tiene duda sobre alguna de estas reglas se pueden utilizar entonces estas 
tablas como tablas de referenda. 
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En el Capitulo 3 se indico que necesitabamos un metodo general de de- 
terminacion de validez por medio del cual pudieramos estar seguios de la 
validez de cada regia de inferencia sugerida. Las tablas de certeza proporcio- 
nan un metodo mecanico para comprobar la validez. Se puede comprobar la 
validez de cualquier inferencia sin hacer referenda a una de las reglas par¬ 
ticulars dadas que permita aquella inferencia. 

Antes de desarrollar esta comprobacion conviene volver bruscamente a la 
nocion misma de inferencia valida. Si una inferencia es valida, entonces 
en cada posible interpretacion o asignacion de certeza, si las premisas son 
ciertas la conclusion del razonamiento sera tambien cierta. Las tablas de cer¬ 
teza proporcionan todas las posibles asignaciones de certez'a, y el metodo de 
comprobar la validez de cualquier inferencia es el siguiente: Primero, se 
escriben todas las combinaciones posibles de valores de certeza para las pro- 
posiciones atomicas incluidas en el ejemplo. Segundo, se determinan los valo¬ 
res de certeza para todas las premisas y de la conclusion del razonamiento. 
Tercero, se buscan las lineas que presentan todas las premisas como proposi- 
ciones ciertas; si la conclusion es tambien cierta para cada una de estas 
lineas, entonces el razonamiento es valido. Pero si hay alguna linea para la 
que todas las premisas son ciertas y la conclusion es falsa, el razonamiento 
no es valido y la conclusion no es una consecuencia logica. 

Se considera ahora un ejemplo de una regia de inferencia ya conocida. 
Se utilizara una tabla de certeza para confrontar la validez de la regia del 
modus tollendo ponens. Las premisas son de la forma P V Q y ”iP. Por 
tanto, es necesario hallar todos los posibles valores de certeza para estas 
dos proposiciones. Para ello, primero se anotan todas las posibles combina¬ 
ciones de certeza o falsedad para las proposiciones atomicas que constituyen 
las proposiciones moleculares. Las proposiciones atomicas son la proposicion 
P y la proposicion Q. El numero de combinaciones posibles de certeza o 
falsedad depende del numero de proposiciones atomicas que intervienen. En 
este caso se tienen dos proposiciones atomicas, y puesto que para cada una 
de ellas hay dos posibles valores de certeza, el numero de lineas en la tabla 
de certeza sera 2x2 o 2 2 .* Se construye la tabla de certeza en la forma 
siguiente: 

P Q P V Q -»P 

C C C F 

C F C F 

F 0 © © 

F F F C 

* Si hay tres proposiciones atomicas, entonces hay dos veces mas, o sea, ocho 
combinaciones posibles de certeza o falsedad. Puesto que hay dos posibles valores 
de certeza para cada proposicion atomica, entonces para tres proposiciones atomicas 
se tiene 2x2x2 6 2 3 combinaciones. La regia general es que si hay n proposiciones 
atomicas, entonces hay 2 n combinaciones de valores posibles de certeza. 
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El metodo para la formation de la tabla de certeza anterior es el siguiente: 
Se empieza poniendo todas las combinaciones de certeza o falsedad debajo 
de las proposiciones P y Q. El valor de certeza de las proposiciones molecu- 
lares depende de los valores de certeza de las proposiciones P y Q. Por 
tanto, al llenar la columna correspondiente a cada proposition molecular hay 
que referirse a los valores de certeza de sus partes. Por ejemplo, en la pri- 
mera lfnea se tiene P como cierta y Q como cierta. Por tanto, P V Q es 
una proposition cierta, y puesto que P es una proposition cierta — iP es 
falsa. Por otra parte, en la ultima lfnea de la tabla P y Q son ambas pro¬ 
posiciones falsas; por tanto, la proposition P V Q ha de ser falsa, y — iP es 
cierta. 

El paso siguiente es ver las lfneas en las que todas las premisas del 
razonamiento son ciertas. En este caso, las premisas del razonamiento son 
p V Qy — iP. Mirando la tabla de certeza se ve que las premisas forman 
las dos ultimas columnas de la tabla. Observando las columnas encabezadas 
por ellas se encuentra solo un caso donde ambas premisas son simultanea- 
mente ciertas. Esto ocurre en la tercera lfnea. Para indicar en las tablas 
que las premisas son simultaneamente ciertas se encierran las C en cfrculos 
para las premisas de la tercera lfnea. Puesto que una inferencia valida re- 
quiere que en todos los casos en que las premisas son ciertas la conclusion sea 
tambien cierta, la conclusion sera tambien cierta en la tercera lfnea si el 
razonamiento es valido. La conclusion del razonamiento es Q. Se comprueba 
ahora la columna de la Q para el valor de certeza de la tercera lfnea. Puesto 
que se encuentra que es cierto, entonces se sabe que la inferencia en cuestion 
es valida. Para poner esto de manifiesto en la tabla se pone un cuadrado 
alrededor de la asignacion de certeza de la conclusion en cada lfnea en la que 
todas las premisas son ciertas; es decir, en cada lfnea donde los valores de 
certeza de las premisas estan senalados con un cfrculo. 

Para presentar un contraste con la inferencia valida del modus tollendo 
ponens consideremos el error de afirmar el consecuente, discutido en el 
capftulo anterior. Lo que se pretende es mostrar como se puede utilizar el 
analisis de las tablas de certeza para demostrar que se trata de un error. Esta 
inferencia erronea tiene la forma 

P -> Q 
Q 

P 

Las premisas son P — >Q y Q, la conclusion es P. Puesto que se tienen 
dos proposiciones atomicas, P y Q, la tabla de certeza ha de tener cuatro 
lfneas. Ambas premisas son ciertas en las lfneas (1) y (3) de la tabla, pero 
solo en la lfnea (1) la conclusion P es tambien cierta. Al aparecer F en la 
columna P en la tercera lfnea se sabe por la tabla que la inferencia es 
erronea. 
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P Q P —> Q 

0 © © 

f r 17 

0© © 

F F C 

Es importante comprender exactamente el motivo por el cual la tabla 
de certeza muestra que esta inferencia es erronea. En la linea (3) se observa 
que P es falsa y Q es verdadera. Si se eligen dos proposiciones atomicas 
cualesquiera que tengan respectivamente estos valores de certeza, se pueden 
construir las premisas ciertas P —> Q y Q y la conclusion falsa P. En este 
caso aparece sin mas que la conclusion es falsa, pues es precisamente la 
proposicion atomica P. Por ejemplo, sea P= «1=2» y Q = «0 = 0». En- 
tonces la inferencia erronea seria: 

Si 1=2 entonces 0 = 0 

0 = 0 

Por tanto, 1 = 2. 

En el Capitulo 3, se sugirio un ejemplo de inferencia valida que no 
ha sido introducido como regia de inferencia. Se sugirio que de la proposicion 
p Q se podria inferir la proposicion — iP V Q. Se puede comprobar la va- 
lidez de esta inferencia construyendo la tabla de certeza apropiada. Las dos 
proposiciones atomicas son la proposicion P y la proposicion Q; asi se 
empezara llenando las columnas P y Q. Despues se obtienen los valores 
de certeza para la premisa P —» Q. Para conseguir los valores de certeza para 
la disjuncion — iP V Q, que es la conclusion deseada, se han de encontrar 
primero los valores de certeza para — iP. 



El metodo para llenar las columnas en la tabla de certeza anterior es: 
Colocar los valores de certeza en las columnas 1 y 2. Obtener la columna (3), 
—iP, haciendo referenda a los valores de certeza de la columna 1. Se obtienen 
los valores para la columna 4 atendiendo conjuntamente a los valores de las 
columnas 1 y 2. Finalmente, se obtienen los valores de la columna 5 con- 
siderando la columna 2 y la columna 3, conjuntamente. 
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La columna 4 representa la unica premisa en el ejemplo de inferencia. 
Se consideran los casos en los que esta premisa es cierta. Para esta premisa 
se tiene cierta como valor de certeza en las lineas (1), (3) y (4). Por tanto, se 
encierran en circulos las tres C. Si la inferencia es valida, entonces la con¬ 
clusion sera cierta en cada una de estas lmeas. Confrontando la columna 5, 
que es la conclusion que se busca, se encuentra la letra C en cada lfnea 
en la que aparece la letra C para la premisa, como se indica por las C en 
cuadrados. Asi se concluye que la inferencia sugerida es valida. 

Para poner de manifiesto la potencia de este metodo de analisis, sera 
util considerar un ejemplo mas complicado en el que no es posible de ante- 
mano saber nada de su validez o no validez. Se considera el siguiente razo- 
namiento matematico. 


Si * = 0 y y = z , entonces y > 1 
y> 1 

Por tanto, yj^z. 


Se desea saber si este razonamiento es valido. Aparecen en el tres proposi- 
ciones atomicas, que se simbolizan en la forma 

A = « x = 0 » 

B= «y = z» 

C = «y > 1 »• 


Puesto que cada proposition atomica puede ser verdadera o falsa, hay 2 3 = 8 
combinaciones de certeza y, por tanto, ocho lineas en la tabla de certeza.* 

Mediante los sfmbolos A, B, y C , el razonamiento considerado se puede 
simbolizar 


A & B —» C 

-iC 

-iB 


* Para estar cierto de haber obtenido las ocho combinaciones y no escribir 
alguna dos veces, puede ser util el siguiente procedimiento sistematico. Se enca- 
bezan las tres primeras columnas con A, B y C. Debajo de C escribir alternativa- 
mente C y F. Debajo de B escribir alternativamente dos C y dos F. Y, finalmente, 
debajo de A escribir alternativamente cuatro C y cuatro F. Esta manera de asignar 
valores de certeza a las proposiciones atomicas dara todas las posibles combinaciones 
sin ninguna fila duplicada. 
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La tabla de certeza para ello es 


A 

B 

C A 

, & B A & B —► C 

-.c 

—iB 

C 

C 

c 

C 

C 

F 

F 

c 

C 

F 

C 

F 

C 

F 

c 

F 

C 

F 

C 

F 

C 

c 

F 

F 

F 

© 

© 

0 

F 

C 

C 

F 

C 

F 

F 

F 

C 

F 

F 

© 

© 

0 

F 

F 

C 

F 

c 

F 

C 

F 

F 

F 

F 

~~©“ 


0 

Como indican los circulos, t 

:res de las ocho lineas 

tienen las dos premisas 

ciertas, pero como 

indican los cuadrados, 

para urn 

i de estas 

lineas la con- 

elusion no 

es cierta. La linea (6) muestra 

que el i 

razonamiento es erroneo. 

Si se toma 

para x 

el valor 

1, y para y y 

z el 0, 

se puede 

ver esto facil- 




Si 1=0 y0 = 0, entonces 0> 1 

0>1 

Por tanto, 0^0. 

La primera premisa es cierta porque el antecedente es falso, y la segunda 
premisa es evidentemente cierta, pero la conclusion es claramente falsa. 

Examinando esta tabla de certeza se observa que la columna 4 repre- 
senta un paso intermedio. A & B no es ni una proposicion atomica, ni una 
premisa ni una conclusion. Es una proposicion molecular que es parte de 
una de las premisas. Esto ilustra una regia que deberia seguirse siempre. La 
tabla de certeza para analizar un razonamiento deberia tener una columna 
(a) para cada proposicion atomica, y una columna (b) para cada proposicion 
molecular que se presenta en el razonamiento. La condition (b) indica que 
habra una columna cada vez que se presente un termino de enlace en cada 
proposicion con la exception, que no es necesario repetir, de cuando el mismo 
termino de enlace liga las mismas proposiciones dos veces. Asi, si se tiene 
A & B y A & B -> C se necesitaria solo una columna para A & B . En el caso 
considerado se necesitarian siete columnas, tres para las proposiciones atomi- 
cas A, B, y C, y cuatro para las proposiciones moleculares A & B, A & B —> C 
-iC y -iB. 
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Ejercicio 1 

A. Mostrar por medio de una tabla de certeza cual de los ejemplos de infe- 
rencia siguientes es valido. Construir la tabla de certeza completa y escribir 
las palabras «valida» o «no valida» junto a ella. 

1. Si Isabel se retrasa, entonces Cristina es puntual. 

Si Isabel no se retrasa, entonces Cristina no es puntual. 

Por tanto, o Isabel se retrasa o Cristina es puntual. 

2. Si tengo 18 anos, entonces soy mayor que Pablo. 

Si no tengo 18 anos, entonces soy mas joven que Jorge. 

Por tanto, o tengo 18 anos o soy mas joven que Jorge. 

3. O Garcia no entrega la mercancia o el contrato se considera legal. 
Por tanto, si Garcia entrega la mercancia, entonces el contrato se 
considera legal. 

4. Si yo fuera el presidente, entonces viviria en Washington, D. C. 

No soy el presidente. 

Por tanto, no vivo en Washington, D. C. 

5. Un atomo de hidrogeno tiene un proton en su nucleo y el numero 
atomico del hidrogeno es uno. 

Por tanto, un atomo de hidrogeno tiene un proton en cada nucleo 
si y solo si el numero atomico del hidrogeno es 1. 

6. Los terrenos sembrados continuamente se agotan si y solo si no se 
han tornado medidas para restablecer los minerales extraidos por 
las cosechas. 

Por tanto, o los terrenos sembrados continuamente se agotan o se 
han tornado medidas para restablecer los minerales extraidos por 
las cosechas. 

7. O AB es mayor que BC o AB no es igual a CD. 

Por tanto, AB no es igual a CD y AB es mayor que BC. 

8. (P V Q) & -iQ. 

Por tanto, P. 

9. —iQ —► —iP. 

Por tanto,P —► Q. 

10. P —> —iQ. —iQ. 

Por tanto, — iP. 



B. Completar la tabla de certeza dada a continuacion para mostrar que la 
ley del silogismo hipotetico es una buena regia. 
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C. Construir una tabla de certeza para demostrar que—iP & —iQes conse- 
cuencia logica de —i(P V Q). 

D. Construir una tabla de certeza para probar que la regia de adjuncion 
es una buena regia de inferencia. 

E. Construir una tabla para probar que la regia, modus tollendo ponens 
es una buena regia. 

F. Probar mediante una tabla de certeza cuales de los siguientes razona- 
mientos matematicos son validos y cuales no son validos. 

1. x = 3. Por tanto, y = 0 —► x = 3. 

2. x9^y —> x =y. y = 1 V xp^y. Por tanto, y= 1. 

3. a:<5 — > xity. x-Ay & a: <5. Por tanto, *<5 & x=y. 

4. at< 3 — ► at <C3. Por tanto, *<3. 


5. 

x=y 

—> x' 7 *y & y = 2. 

Por tanto, x^y. 

6. 

x=y 

CN 

II 

II 

* 

T 

Por tanto, x=y. 

7. 

x<z 

—> x^y. “i(*<z & x=y). Por tanto. 


x<z 

V x=y. 


8. 

3 <y 

—► x>y. x>y —► 

(x>y & 3<y). Por tanto, 


3 <y 

V x>y. 


9. 

x 2 = 4 

—» x = 2. —1(* = 2 

V * 2 t^ 4). Por tanto, x = 2 & 


x^2. 



10. 

x = 2 

V a: <2. x = 3 —> 

xt^2. x = 3 —► a-<2. Por tanto, 


X7*3. 



11. 

x=y 

<-> y-A 1. ~»(a- =y 

& y?± 1). Por tanto, y ^ 1. 

12. 

x?±y 

-+ x<5. x<5 V 

y <6. x=y —> y< 6. 
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• 4.2 Tautologias 

Una proposicion molecular es una tautologia si es cierta, cualesquiera que 
sean los valores de certeza de las proposiciones atomicas que la componen. 
En una tautologia se pueden sustituir sus proposiciones atomicas por otras 
proposiciones atomicas cualesquiera, ciertas o falsas, y la proposicion es tam- 
bien cierta. Por ejemplo, para cualquier proposicion atomica P 

P V -iP 

es una tautologia. Si P es cierta, entonces P V “iP es cierta. Ademas, si 
es falsa, entonces P V —iP es tambien cierta. 

Se puede presentar esto mediante una tabla de certeza. 

P ~iP P V -iP 

C F C 

F C C 

En una tabla de certeza, si una proposicion es una tautologia, entonces cada 
linea ha de tener una «C» en la columna encabezada por ella, lo que indica 
que la proposicion es siempre cierta independientemente de las combinaciones 
de los valores de certeza de sus proposiciones atomicas. Se ha de recordar 
que en cada caso particular una proposicion atomica tiene el mismo valor 
de certeza cada vez que se presenta dentro de una proposicion molecular. 
Si P se presenta mas de una vez en una proposicion particular, entonces 
no puede ser cierta en un caso y falsa en el otro. Si es falsa, entonces es falsa 
cada vez que se presenta, y si es cierta, entonces es cierta cada vez que se 
presenta. 

<LEs la proposicion P V Q->P una tautologia? Para responder a esta 
cuestion se puede construir una tabla de certeza. 

P Q PVQ P V Q —► P 

C C C C 

C F C C 

F C C F 

F F F C 

En esta tabla se obtiene la tercera columna de las dos primeras en virtud 
de la regia practica para las disjunciones. Se obtiene la ultima columna de la 
primera y la tercera en virtud de la regia practica para condicionales. Si la 
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proposicion sugerida es una tautologia ha de tener una «C» en cada linea de 
la cuarta columna. La letra «F» de falsedad en la tercera linea muestra que 
P V Q — » P no es una tautologia, pues la combinacion de ser P falsa y Q 
ser cierta da lugar a la proposicion P V Q-> Pque es falsa. La letra «F», en 
una unica fila de la columna encabezada por la proposicion en cuestion es 
suficiente para demostrar que la proposicion no es una tautologia. 

Una definicion formal de una tautologia es: 

Una proposicion es una tautologia si y solo si permanece 
cierta para todas las combinaciones de asignaciones de cer- 
teza atribuidas a cada una de sus distint as proposiciones 
ato micas. 


El metodo de la tabla de certeza para determinar si una formula es una 
tautologia utiliza esta definicion. Independientemente de cuales sean las pro¬ 
posiciones atomicas que se sustituyan en una tautologia, la proposicion resul- 
tante sera siempre cierta. Asi se encuentra la «C» de certeza en cada linea 
de la columna final de la tabla, como en el ejemplo siguiente. 


P & Q 


(P & Q) P V -i(P & Q) 


Ejercicio 2 

A. Si P y Q son proposiciones atomicas distintas, ^cuales de las siguientes 
son tautologias? Utilizar tablas de certeza. 


2. P^PVP 

3. PVQhQVP 

4. (P —> Q) ► (Q — 5 

5. (P <-> P) -> P 


6. PVQ- 

7. P & Q - 

8. -iP V 

9. P V -iQ 

10. nPVQ 


P V Q 

(p - 


B. Sean P, Q y R proposiciones atomicas distintas. Decidir mediante tablas 
de certeza cuales de las proposiciones siguientes son tautologias. 


1. P V Q 

2. PVnP 

3. P V Q —► Q V P 

4. P —► (P V Q) V R 

5. P —> (-iP -> Q) 


6. (P —► Q) —> (Q — > P) 

7. [(P->Q)<->Q]-»P 

8. P-> [Q(QP)J 

9. P&Q->PVR 

10. P & Q -> (P Q V R ) 
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• 4.3 Implication tautologica y equivalence tautologica 

Una proposition P se dice que implica tautologicamente una proposition Q 
si y solo si la condicional P —> Q es una tautologia. Asi, una implication 
tautologica es una tautologia cuya forma es la de una proposition condicional. 
La proposition «Perez apuesta por los “Gigantes” y Lopez apuesta por 
los “Universitarios”», tautologicamente implica «Perez apuesta por los “Gi- 
gantes”». Ya que cualesquiera que sean las proposiciones PyQ, P & Q—>P 
es una tautologia. 

La notion de implication tautologica es importante en el estudio de 
la validez de inferencias, pues cada ejemplo de inferencia proposicional puede 
expresarse como una implication tautologica. Si se toman los ejemplos de 
inferencia que se encuentran a lo largo del Capitulo 2 se puede construir para 
cada uno de ellos una condicional cuyo antecedente es la conjuncion de pre- 
misas y cuyo consecuente es la conclusion. Si la conjuncion de las premisas 
es cierta, entonces la conclusion ha de ser cierta. Por lo tanto, a cada razo- 
namiento proposicional corresponde una condicional y a cada condicional co- 
rresponde un razonamiento. El razonamiento es valido si y solo si la condicio¬ 
nal correspondiente es una tautologia. 

Para construir la condicional que corresponde a un razonamiento se ligan 
simplemente con & todas las premisas para formar la conjuncion de premisas 
que es el antecedente, y despues se pone la conclusion del razonamiento como 
consecuente, como en el siguiente ejemplo: 

Razonamiento: 

Demostrar:R & S 

(1) P 

(2) P —» Q 

(3) -.Q V (R & S) 

* 

Condicional correspondiente 

P & (P -> Q) & (“iQ V (R & S) —* R & S 

Por otra parte, si se desea construir el razonamiento para la condicional se 
escribe el consecuente como conclusion, y las diversas proposiciones cuya 
conjuncion constituye el antecedente como las premisas del razonamiento. 

* Algo en la forma A & B & C no es estrictamente correcto, pues B no 
puede figurar a la vez como segundo miembro de una conjuncion y primero de otra. 
Para ser perfectamente preciso se necesitari'a escribir (A & B) & C o A & (B & C). 
Pero puesto que son logicamente equivalentes, se puede omitir el parentesis. 
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Una manera de hablar de un razonamiento es diciendo que las premisas 
implican la conclusion. Cuando se dice que es una implication tautologica, 
se indica con ello que la condicional correspondiente es una tautologia y, por 
tanto, el razonamiento valido. Debido a esta correspondencia ente el razona¬ 
miento y su condicional, las proposiciones condicionales se consideran fre- 
cuentemente como implicaciones. Esto es particularmente conveniente cuando 
se discuten implicaciones tautologicas. 


Ejercicio 3 

A. Construir la condicional correspondiente a cada uno de los razonamientos 
siguientes. 


1. Demostrar: R 

(1) -iQ 

(2) -iR —> Q 

2. Demostrar: ->(P & -iQ) 

(1) P —> Q 


3. Demostrar: x=y —+ x<z 

(1) x=y —> x = 5 

(2) x = 5 —» x<z 

4. Demostrar: “■(A V B) 

(1) C & —iD 

(2) C —> —iA 

(3) D V -«B 


B. Construir el razonamiento (premisas y conclusion) correspondientes a 
cada una de las condicionales siguientes. 

1. P & (Q V -iP) Q 

2. —1(^<0 & y^x) —> x<0 V y = x 

3. (Q -> T V R) & -iS & (R V T -> S) -> (S -» Q & -iT) 

4. (P —> Q) & (P & -iQ) S 

La regia de inferencia del modus ponendo ponens, considerada como una 
implicacion tautologica, presenta la forma: 

(P -> Q) & P —> Q. 

El antecedente de la condicional es la conjuncion de ambas premisas. El 
consecuente es la conclusion. 

Otra implicacion tautologica es: 


L 


(P —> Q) & —iQ —► ~iP. 
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Se puede reconocer esta implicacion tautologica como expresion de la infe- 
rencia conocida por el modus tollendo tollens. El antecedente es la conjuncion 
de dos premisas P —* Q y — iQ, y el consecuente es la conclusion -iP. 

Se puede demostrar si un ejemplo cualquiera de inferencia proposicional 
es valido, expresando la inferencia como una condicional y determinando 
por medio de una tabla de certeza si esta condicional es o no tautologica. 
Si la implicacion es tautologica, entonces la inferencia es valida. Si la impli¬ 
cacion no es tautologica, entonces la inferencia es no valida. Recuerdese 
que la implicacion que se ha escrito tiene como antecedente la conjuncidn 
de todas las premisas y como consecuente la conclusion. Un ejemplo de com- 
probacion de validez por tabla de certeza, donde la inferencia es la del modus 
tollendo tollens, es: 

P Q -iP -iQ P —> Q (P —> Q) & iQ (P —> Q) & —iQ —> —iP 

C C F F C F C 

C F F C F F C 

F C C F C F C 

F F C C C C C 

La implicacion que aparece en la ultima columna es una implicacion 
tautologica, pues se ve que cada fila en esta columna tiene una C. Si la impli¬ 
cacion es una tautologia, entonces la inferencia que deduce — iP de las pre¬ 
misas P — * Q y — iQ es una inferencia valida. 

Dos proposiciones se dice que son logicamente equivalentes si en cual- 
quier posible asignacion de certeza las dos tienen el mismo valor de cer¬ 
teza. Esto se puede ver mediante una tabla de certeza. Se considera P y 
-i-iP 


p 

-iP 

—i—iP 

c 

F 

C 

F 

C 

F 


Esta tabla indica que en cualquier lmea P y —i— iP son ambas ciertas o ambas 
falsas. En ningun caso es una cierta y otra falsa. Por tanto, son logicamente 
equivalentes. A continuation se utiliza una tabla de certeza para comprobar 
la equivalencia de A & —iB y — 1 (— iA V B). 

A B -iA -iB —iA V B — 1( — iA V B) A & —iB 

C C F F C F F 

C F F C F C C 

F C C F C F F 

FFCC C F F 
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Comparando las dos ultimas columnas linea a linea se ve que bajo la misma 
asignacion de certeza (en cualquier linea) tienen el mismo valor de certeza, 
ambas ciertas o ambas falsas. Asi se sabe que son logicamente equivalentes. 


Ejercicio 4 

Utilizar tablas de certeza para determinar para cada uno de los pares 
de proposiciones siguientes si son logicamente equivalentes. 


1. P V -iQ 

Q —> P 


3. P V -iQ —► -iP 
P —> “iP & Q 


2. *= 1 V x<3 
—l(x- < 3 & AT = 1) 


4. —i(A —► — iB) —► C 
B & ~nC —» ~iA 


Examinemos ahora la tabla de certeza para la bicondicional. 



P 

' 

Q 

P <-> Q 

(1) 

c 

C 

C 

(2) 

c 

F 

F 

(3) 

F 

C 

F 

(4) 

F 

F 

C 


Se observa que en la linea (1) y en la linea (4), en las que P y Q tienen 
la misma asignacion de certeza (ambas ciertas o ambas falsas), la bicondicional 
es cierta; y que en la linea (2) y en la linea (3), en las que una es cierta 
y la otra es falsa, la bicondicional es falsa. Por lo tanto, la bicondicional 
conduce a la afirmacion que P es equivalente a Q puesto que P <-» Q es 
cierta siempre que tengan ambas los mismos valores de certeza, y falsa si sus 
valores de certeza son opuestos. Asi, para cada par de proposiciones se puede 
construir una bicondicional colocando entre ellas. Esta bicondicional es 
cierta siempre que las proposiciones tengan el mismo valor de certeza, y 
falsa cuando no lo tengan. Por esto, una bicondicional se denomina con 
frecuencia una equivalencia. 


Ejercicio 5 

Construir la condicional correspondiente a cada uno de los pares de 
proposiciones dadas en el Ejercicio 4. 


Suppes-Hill -12 
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Si dos proposiciones son logicamente equivalentes, el valor de certeza 
de una es siempre el mismo que el valor de certeza de la otra, y su bicon- 
dicional correspondiente sera siempre cierta. Se trata de una tautologia. Por 
esta razon, proposiciones logicamente equivalentes se llaman tambien pro¬ 
posiciones tautologicamente equivalentes y la bicondicional (o equivalencia) 
se denomina una equivalencia tautologica. 

Esto proporciona un segundo metodo para determinar si dos proposi¬ 
ciones son logicamente equivalentes: se construye la bicondicional corres¬ 
pondiente (equivalencia) y, por medio de la tabla de certeza se determina 
si la equivalencia resultante es una tautologia (equivalencia tautologica). 


Ejercicio 6 

Examinar las tablas de certeza para cada una de las bicondicionales 
construidas en el Ejercicio 5 y deducir de ellas si las proposiciones de cada 
uno de los pares en el Ejercicio 4 son tautologicamente equivalentes. 

Ordinariamente no se usan las tablas de certeza para comprobar la vali- 
dez de un razonamiento; en general se usa el metodo de deduccion que se 
aprendio en el Capitulo 2. Hay dos razones poderosas para desarrollar la teo- 
ria de la inferencia proposicional y aplicar los metodos expuestos de llegar 
a las conclusiones a partir de premisas. Primero, excepto para las inferencias 
mas simples, una tabla de certeza es muy grande y pesada de construir. Ya 
las tablas de certeza que contienen tres proposiciones atomicas resultan mo- 
lestas porque tienen ocho combinaciones posibles de certeza o falsedad con 
las que hay que trabajar. La mayor parte de las deducciones que se presen- 
tan en seguida contienen mas de tres proposiciones atomicas. Si un conjunto 
de premisas y la conclusion deseada contiene cinco proposiciones atomicas dis- 
tintas, entonces la tabla de certeza adecuada ha de tener 32 lineas. No so¬ 
lo tendria muchas lineas, sino que tendria tambien muchas columnas, 
porque en la mayoria de ejemplos de inferencia hay diversas premisas y no 
pocas proposiciones moleculares. Algunos de los ejemplos de inferencia para 
los cuales se puede deducir paso a paso una conclusion en 8 6 9 lineas 
se necesitaria mucho mas tiempo para demostrarlo por medio de una tabla 
de certeza. No solo es aburrido el constuir una tabla tan masiva, sino que 
ademas es muy dificil el evitar equivocarse. Segundo, el metodo de la tabla 
de certeza solo es adecuado para demostrar la validez de una cierta parte 
de los posibles razonamientos logicos. Usaremos la teoria proposicional de 
inferencia desarrollada en el Capitulo 2 para poder continuar en el Capi¬ 
tulo 5 con otros tipos de inferencia logica. La introduction de las tablas de 
certeza no es adecuada para las clases de razonamientos logicamente validos 
que se analizaran en los capitulos que siguen. Sin embargo, las tablas de 
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certeza son un metodo general que puede ser utilizado siempre, para compro- 
bar la validez o no validez de cualquier inferencia proposicional. 

• 4.4 Resumen 

Asi como un diagrama de certeza, presentar los valores de certeza de una 
formula para una sola combinacion de asignaciones de certeza para sus 
proposiciones atomicas, la tabla de certeza muestra los valores de certeza 
de la formula para todas las combinaciones posibles de asignaciones de cer¬ 
teza. Incluso con una tabla de certeza se puede hacer simultaneamente para 
varias formulas diferentes. 

Para construir una tabla de certeza que de todas las combinaciones 
posibles de asignaciones de certeza a n letras atomicas distintas, son necesarias 
2 n linfeas. Para cada letra atomica distinta se necesita una columna, y tam- 
bien se necesita una columna por cada termino de enlace que se presente. 

Una tautologia es una proposicion molecular cuya columna en una tabla 
de certeza no posee ninguna F. 

Hay dos maneras de utilizar una tabla de certeza para determinar si un 
razonamiento es valido. El primero consiste en construir una tabla de certeza 
con una columna para cada premisa y la conclusion y analizar linea por linea 
para ver si la conclusion es cierta para cada linea en la que todas las pre- 
misas son ciertas. El otro metodo consiste en construir la condicional corres- 
pondiente y despues utilizar una tabla de certeza para determinar si la con¬ 
dicional es una tautologia (implicacion tautologica). 

Hay dos maneras de utilizar una tabla de certeza para determinar si dos 
proposiciones son logicamente equivalentes. La primera consiste en construir 
una tabla de certeza con una columna para cada una de las proposiciones 
y despues examinar la tabla linea por linea para ver si tienen siempre los 
mismos valores de certeza en cada linea. El otro metodo consiste en construir 
la correspondiente bicondicional y despues utilizar la tabla de certeza para 
determinar si la bicondicional es una tautologia (equivalencia tautologica). 

Ejercicio 7 
Ejercicios de repaso 

A. Se suponen conocidos los valores de certeza de las proposiciones atomi¬ 
cas en las proposiciones moleculares siguientes. Primero traducirlas totalmente 
en simbolos logicos y despues con aquellos valores de certeza utilizar diagra- 
mas de certeza para hallar los valores de certeza de cada proposicion mole¬ 
cular. (Para los diagramas de certeza y las tablas de certeza todas las pro¬ 
posiciones atomicas, incluidas las proposiciones matematicas, seran represen- 
tadas por letras atomicas.) 
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1. Si dos y dos son cinco, entonces Colon no descubrio America y esto 
es un ejdrcicio logico. 

2. Si uno no es dos entonces, si dos por tres no son seis entonces, a la 
vez nueve menos cinco no es dos y uno es menor que dos. 

3. Si no ocurre que la Luna esta hecha de queso verde o que las vacas 
no tienen cuatro patas, entonces las finas vajillas chinas se rompen 
facilmente si y solo si se utilizan cucharas para comer. 

B. Utilizar la tabla de certeza de las premisas y conclusion de cada uno de 
los razonamientos siguientes para decidir si es valido o no valido, aplicando 
el primer metodo de analizar lfnea por lfnea. 

1. (A —> B) & (A->C) 

—iA 

Por tanto: —iB V ~>C 

2. (A -> B) & (A -> C) 

—iB V ~iC 
Por tanto: — iA 

C. Determinar si los razonamientos siguientes son validos, construyendo la 
condicional correspondiente y determinando por tablas de certeza si es una 
implicacion tautologica. 

1. x9^y —> x=y 2. A —> B & A 

Por tanto: x =y B V ~iA —> C 

Por tanto: A —> C 


D. Sean A, B, y C tres proposiciones atomicas distintas cualesquiera. Deci¬ 
dir mediante tablas de certeza cuales de las siguientes son tautologfas. 


1. —i(C & —i(D V C)) 

2. (P -> Q) -> P 

3. A & B -> (A <-> B V C) 

4. x = 3 & (x 5 *y —> x?^i) 


E. Utilizando la proposicion P & Q como premisa, determinar mediante ta¬ 
blas de certeza a cuales de las siguientes implica tautologicamente. 


1. P (Dar una tabla de certeza para P & Q —> P,por ejemplo). 

2. P & -«Q 
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3. -iP V Q 

4. iQ -> P 

5. P Q 

F. Utilizando la proposicion —iP V Q como premisa determinar, mediante 
tablas de certeza, a cuales de las siguientes implica tautologicamente. 

1. P (Por ejemplo, dar una tabla de certeza para —iP V Q — ■> P). 

2. Q —> P 

3. P —» Q 

4. —iQ —> —iP 

5. -iP & Q 

G. ^Es la proposicion P tautologicamente equivalente a alguna de las si¬ 
guientes? 

1. P V Q 

2. P V -iP 

3. -iP -> P 

4. P->^P 

5. Q V — iQ —> P 


H. Algunas de las reglas de inferencia introducidas en el Capitulo 2 son 
implicaciones tautologicas y algunas son equivalencias tautologicas. Utilizar 
tablas de certeza para mostrar cuales de las siguientes son implicaciones tau¬ 
tologicas y cuales son equivalencias tautologicas: 

1. Ley de simplificacion 

(Ver si P & Q —» P es una tautologia 
y si P & Q <-» Pes una tautologia). 

2. Ley de doble negacion 

(Ver si P —> —i—iP es una tautologia y 
si P<-»— \~iPes una tautologia). 

3. Ley de adicion 

4. Leyes conmutativas. 

5. La nueva ley: De P —> Q se puede inferir —i(P & — iQ). 
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Examen de repaso 

I. En los ejemplos siguientes, primero hacer la traduccion a simbolos logi- 
cos utilizando las letras dadas para las proposiciones atomicas, despues utili- 
zar los diagramas de certeza para hallar los valores de certeza de las propo¬ 
siciones moleculares a partir de los valores de certeza dados de las proposicio¬ 
nes que son las partes. 

«Franklin nacio antes que Washington» (cierta). 

«Washington nacio en el siglo dieciocho» (cierta). 

«John Quincy Adams nacio antes que John Adams» (falsa). 

«Lincoln vivio durante el mismo periodo que Franklin» (falsa). 

a. Si Franklin nacio antes que Washington, entonces John Quincy Adams 
no nacio antes que John Adams. 

b. Si, o Lincoln vivid durante el mismo periodo que Franklin o John 
Quincy Adams nacio antes que John Adams, entonces Washington 
nacio en el siglo dieciocho. 

c. Si Lincoln no vivid durante el mismo periodo que Franklin, entonces 
o Washington no nacio en el siglo dieciocho o John Quincy Adams 
nacio antes que John Adams. 


II. Utilizar tablas de certeza para hallar la validez o no validez de los si¬ 
guientes razonamientos simbolizados: 


a. A —> B 

Por tanto: ~ iB —> —iA 

b. *<4 

Por tanto: x—y V *<4 


c. A —> (B V C) 

C & B -> C 

Por tanto: A —> C 

d. A V B 

Por tanto: A 


III. Sean A, B, C > tres proposiciones atomicas distintas cualesquiera. Deci- 
dir mediante tablas de certeza cuales de las siguientes proposiciones son tau- 
tologias: 

a. A V ~iA 


b. — iA & B (B — » A) 

(c) —■(— iA V B) —> —iB & A 

d. A —> (—iA —> B) 

e. [(A —> B) <-> B] — > A 


IV. Mostrar mediante tablas de certeza cuales de las siguientes son implica- 
ciones tautologicas. 
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a. — iP V — iQ —> — iP & —iQ 

b. [(P -> Q) & (R -> P)] -> (R -> Q) 

V. Mostrar mediante tablas de certeza cuales de las siguientes, son equiva¬ 
lences tautologicas. 

a. (P —» Q) <-> (—iQ —■» —iP) 

b. PnPVQ 

c. (P -> Q) <-► -IP V Q 


I 


CAPITULO 5 


TERMINOS, PREDICADOS 
Y CUANTIFICADORES 
UNIVERSALE S 

• 5.1 Introduction 

A lo largo del estudio de la inferencia logica se ha examinado la forma 
logica o estructura de proposiciones moleculares, pero no se ha analizado la 
estructura logica de las proposiciones atomicas. Nos podemos plantear la si- 
guiente cuestion: «Las reglas de inferencia hasta ahora consideradas, £permi- 
ten hacer todas las inferencias y deducir todas las conclusiones que se pueden 
pensar como validas?». No es dificil encontrar ejemplos que contesten a esta 
cuestion con un «no». Consideremos el razonamiento siguiente: 

Premisa: Todos los pajaros son animales. 

Premisa: Todos los ruisenores son pajaros. 

Conclusion: Todos los ruisenores son animales. 

Parece, efectivamente, ser un razonamiento correcto. Se puede escribir en la 
forma general siguiente: 

Premisa: Todos los B son A. 

Premisa: Todos los R son B. 

Conclusion: Todos los R son A. 

Sean A, B y R objetos cualesquiera libremente elegidos. Siempre que las pre- 
misas sean ciertas se encontrara una conclusion cierta. 

Por otra parte se puede simbolizar este razonamiento como se ha hecho 
en capftulos anteriores. 

Sea 

P= «Todos los pajaros son animales» 

Q= «Todos los ruisenores son pajaros» 
p_ «Todos los ruisenores son animales». 
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Poniendo P, Q, R en lugar de estas proposiciones, el razonamiento se pre 
senta en la forma 


P Premisa 

Q Premisa 

R Conclusidn. 

Es claro que no se puede deducir R de P y Q mediante las reglas consi- 
deradas hasta ahora. 

Aparentemente se necesitan mas reglas de inferencia para poder hacer 
todo lo que en Logica se desea hacer. Pero antes de introducir nuevas reglas 
se ha de considerar cuidadosamente la estructura de las proposiciones ato- 
micas. 


Ejercicio 1 

A. En los razonamientos siguientes tanto las premisas como las conclusiones 
son proposiciones atomicas. A pesar de que las conclusiones no pueden dedu- 
cirse mediante los metodos y reglas que se conocen hasta ahora, algunos de 
los razonamientos son validos y otros no. Leer los razonamientos e indicar 
si la conclusion parece deducirse o nc de las premisas. (No se piden las 
deducciones, sino decir simplemente lo que parece logicamente.) Una obser¬ 
vation: no se confunda la verdad de hecho y la validez logica. 

1. Todas las ranas son anfibios. 

Todos los anfibios son vertebrados. 

Por tanto, todas las ranas son vertebrados. 

2. Algunos estudiantes estudian Logica. 

Todos los estudiantes que estudian Logica conocen el vocablo «pre- 

misa». 

Por tanto, algunos estudiantes conocen el vocablo «premisa». 

3. Todos los arboles de nuestro jardin pierden las hojas en otono. 

Ningun pino pierde sus hojas en otono. 

Por tanto, algunos de los arboles de nuestro jardin son pinos. 

4. Todos los reptiles son animales de sangre fria. 

Todos los caracoles son animales de sangre fria. 

Por tanto, todos los caracoles son reptiles. 

5. Todos los amigos de Pedro son chicos que juegan a baloncesto. 

Todos los chicos que juegan a baloncesto son altos. 

Por tanto, todos los amigos de Pedro son altos. 

6. Algunas figuras de este papel son pentagonos. 

Todos los pentagonos tienen cinco lados. 

Algunas figuras de este papel tienen cinco lados. 
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7. Todo objeto que emite luz a causa de la energia de sus particulas 
es un cuerpo luminoso. 

La Luna no es un cuerpo luminoso. 

Por tanto, la Luna es un objeto que emite luz a causa de la energia 
de sus particulas. 

8. Platon fue un filosofo griego. 

Algun filosofo griego fue ciudadano de Atenas. 

Por tanto, Platon fue ciudadano de Atenas. 

9. A pesar de los depositos ricos en petroleo, ninguna region del golfo 
de Persia es una region altamente industrializada. 

Irak es una region del golfo de Persia. 

Por tanto, Irak no es una region altamente industrializada. 

10. Algunas fracciones son mayores que algunos numeros enteros. 

El numero 8/2 es una fraction. 

El numero 3 es un numero entero. 

Por tanto, 8/2 es mayor que 3. 

11. Ningun perro es anfibio. 

Koko es un perro. 

Por tanto, Koko no es anfibio. 

12. Todos los consejeros de la ciudad viven dentro de la ciudad. 
Ninguno de los Lopez vive dentro de la ciudad. 

Por tanto, ninguno de los Lopez es consejero de la ciudad. 

13. Ninguno de los pases de hoy sirven para entrar. 

Todos los pases que sirven para entrar van firmados por el presi- 
dente. 

Por tanto, ninguno de los pases de hoy va firmado por el presi- 
dente. 

14. Ningun crustaceo pertenece al phylum mollesca. 

Todas las almejas y caracoles pertenecen al phylum mollesca. 

Por tanto, ninguna almeja o caracol son crustaceos. 

13. Todo A es B. 

Todo B es C. 

Por tanto, todo A es C. 

16. Algunos miembros del Consejo son democratas. 

Algunos democratas se oponen a la reeleccion de White. 

Por tanto, algunos miembros del Consejo se oponen a la reeleccion 
de White. 

17. Algun A es B. 

Todo B es C. 

Por tanto, algun A es C. 

18. Todas las proposiciones moleculares contienen terminos de enlace. 
Algunas proposiciones moleculares contienen exactamente una pro¬ 
position atomica. 
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Por tanto, todas las proposiciones que contienen terminos de en¬ 
lace tienen exactamente una proposicion atomica. 

19. Todas las proposiciones moleculares contienen terminos de enlace. 
Algunas proposiciones moleculares tienen exactamente una proposi¬ 
cion atomica. 

Por tanto, algunas proposiciones que contienen terminos de enlace 
tienen solo una proposicion atomica. 

20. Ninguno de estos barcos es de vela. 

Solo los barcos de vela necesitan el viento para propulsion. 

Por tanto, ninguno de estos barcos necesita el viento para propul- 


B. Sugerir una conclusion que se piense que podria ser consecuencia de las 
premrsas dadas en cada uno de los ejercicios siguientes, aunque no se pueda 
de momento probar que la conclusion es valida. (Tambien aqui lo que se 
pide es lo que parece deducirse, no deducir una conclusion por metodos for- 
males.) 

1. Todos los miembros del equipo ganaron en sus pruebas. 

Todos los que ganaron en sus pruebas recibieron medalla. 

2. Ninguna proposicion atomica contiene terminos de enlace. 

Esta proposicion es una proposicion atomica. 

3. Algunos mamiferos son animales herbivoros. 

Ningun animal herbivoro come carne. 

4. Todos mis amigos esperaran la entrevista. 

Juan es uno de mis amigos. 

5. Ningun miembro del comite esta presente. 

Todas las personas directamente afectadas por la enmienda estan pre- 


5.2 Terminos 


1 


Empezaremos el analisis de las proposiciones atomicas buscando lo que son 
terminos. Se consideran las proposiciones: 

Maria esta ausente, 

Juan va despacio. 

Este libro es rojo. 

Dos es menor que tres. 

En estas proposiciones los terminos son las palabras «Maria», «Juan», «este 
libro», «dos» y «tres». Estos ejemplos sugieren una definicion elemental: 

Un termino es una expresion con la que se nombra o se 
designa un unico objeto. 
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Mas tarde se completara esta definition, pero esta es la idea basica. Ob- 
servese que uh termino no ha de ser necesariamente un nombre como 
«Maria» o «Juan». Un termino puede ser tambien una frase, como «este 
libro», «3 + 2», o «el primer presidente de los Estados Unidos», que se 
refiere a un individuo o cosa particular. Algunos terminos son nombres y 
algunos son descriptions que se refieren a un individuo u objeto. Aunque 
en secciones posteriores se tratara la diferencia entre nombres y descriptions, 
sera aqui util considerar algunos ejemplos y distinguir los nombres de las 
descripciones. 

Consideremos las_ proposiciones: 

Brasil es el mayor productor de cafe del mundo. 

Este libro es demasiado pesado. 

1 + 1 = 2 . 

En estas proposiciones se tienen como nombres «Brasil» y las cifras arabigas 
«1» y «2». Se tienen como descripciones las frases: «el mayor productor de 
cafe del mundo», «este libro», «1 + 1». Observese que se considera la frase 
«1 + 1» una description que se refiere al numero 2 y el numero «2» un 
nombre del numero 2. Evidentemente, se tiene mas de un nombre para el nu¬ 
mero «2», se tiene la palabra castellana «dos» y el numero romano «II». 
Igual que un nombre, una description que es un termino, identifica una 
persona o cosa particulares. 


Ejercicio 2 

A. Senalar los terminos en las proposiciones siguientes. 

1. Este ejercicio es muy facil. 

2. China es el pais mas poblado del mundo. 

3. El juego empezara pronto. 

4. 5 + 4 = 3+ 6. 

5. Siete es mayor que tres mas tres. 

6. William Shakespeare es el autor de Macbeth. 

7. Dos por tres es menor que siete por uno. 

8. Juan es el presidente de nuestra clase. 

9. Mi ejercicio de Matematicas fue suspendido. 

10. 2 3 = 8. 

11. Isabel II es la reina de Inglaterra. 

12. Paris es la capital de Francia. 


En las proposiciones siguientes, senalar de forma distinta los terminos 
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que son nombres y los que son descripciones. 

1. El continente africano es mayor que el continente de Australia. 

2. La raiz cuadrada de 25 es 5. 

3. Juan es el corredor mas rapido del equipo. 

4. C es mas que XXXII. 

5. 4 por 20 es menor que 3 por 30. 

6. Susana es ponente en la discusion de hoy. 

7. La escalera de mano es muy insegura. 

8. El tesorero de la clase de adultos es Perez. 

9. Los Andes son la cadena mas larga de montanas del mundo. 

10 . 11 + 11 = 10 + 12 . 

11. Este libro es muy informativo. 

12. El pais al norte de los Estados Unidos es Canada. 


• 5.3 Predicados 

Consideremos la proposicion: 

Socrates es sabio. 

De la discusion de la Section 5.2 se sabe que «Socrates» es un termino. 
i,Que se puede decir de la frase «es sabio»? No es un termino, pero dice 
algo sobre Socrates. La frase «es sabio» es un predicado. Ordinariamente, 
en proposiciones atomicas el sujeto de la proposicion es un termino y el pjre- 
dicado es el resto de la proposicion que dice algo sobre el sujeto. En el 
ejemplo, el termino «Socrates» es el sujeto de la proposicion, y la frase «es 
sabio» es el predicado que dice algo sobre Socrates. Veamos algunos otros 
ejemplos. 

Juan es nadador. 

Maria canta. 

Susana esta triste. 

Jose corre deprisa. 

Se pueden distinguir los terminos en estas proposiciones. Los predicados tam- 
bien aparecen claramente. Son «es nadador», «canta», «esta triste», y «corre 
deprisa». 

Se trata de ver como se pueden simbolizar estas proposiciones. Sea «S» 
el predicado «es nadador» y sea ; = Juan. Entonces se puede simbolizar la 
proposicion «Juan es nadador» por 


Si. 
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Sea «F» el predicado «canta» y m = Marfa. Entonces se puede simbolizar la 
frase «Maria canta» por 

Em. 

Se utiliza una sola letra para todo el predicado. Asi, en la proposicion «Jose 
corre deprisa» sea «R» el predicado «corre deprisa» y b = Jos6. Entonces, la 
proposicion se puede simbolizar por 


Rb. 


Ejercicio 3 

A. ^Cuales son los predicados completos en las proposiciones siguientes? 

1. Juana anda despacio. 

2. El lector habla rapidamente. 

3. Tomas puntua. 

4. El primer juego ha terminado rapidamente. 

5. Juan es muy inteligente. 

6. El que va al frente es el canciller. 

7. El que entra ahora es el juez. 

8. Ana puntua mas alto. 

9. Antonio es un corredor muy rapido. 

10. El presidente ha hablado. 

11. Joaquin atiende con aplicacion. 

12. Susana cabalga. 

13. La temperatura sube invariablemente. 

14. Francisco vive cerca. 

15. Maria canta bien. 

Simbolizar las proposiciones siguientes: 

Ejemplo: Jorge es corredor. 

Sea «R» el predicado «es corredor». 

Sea g=Jorge. 

Entonces: Rg. 

1. El rayo de luz se refracta. 

2. El gentio se disperso rapidamente. 

3. Una fina brisa sopla. 

4. El Gato Cheshire hace muecas. 
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5. El rio Mississipi se desborda. 

6. Susana anda graciosamente. 

7. Juan entra. 

8. El Sr. Lopez se enfurruna. 

9. El Sr. Perez guisa. 

10. Catalina esta estudiando. 

11. Aquella pintura es amable. 

12. El caballo de Juan salta perezosamente. 

13. El Sr. Blanco trabaja aqui cerca. 

14. El sol estaba en el zenit. 

15. Jorge esta esperando pacientemente. 


• 5.4 Nombres comunes como predicados 

Algunas veces hay que tener cuidado en distinguir los terminos de los predi¬ 
cados. Considerese: 

Socrates es un hombre. 

Todos sabemos que «Socrates» es un termino. Se puede pensar tambien que 
«hombre» es un termino, pero no identifica una persona o cosa particular. 
En la gramatica castellana «hombre» se denomina nombre comun precisa- 
mente porque no es el nombre de ninguna persona u objeto en particular. 
Desde el punto de vista de la Logica es conveniente dejar que nombres co¬ 
munes sirvan como partes del predicado; asf, en la proposicion anterior la 
frase «es un hombre» es el predicado, y el nombre comun «hombre» por si 
mismo no es un termino. 

Algunas otras proposiciones en las que los nombres comunes sirven como 
partes de predicados son 

Chicago es una ciudad. 

Einstein fue un cientffico brillante. 

Marte es un planeta. 

En estas tres proposiciones los nombres comunes «ciudad», «cienti'fico» y 
«planeta» son partes de los predicados. 

En Gramatica es util distinguir entre predicados formados simplemente 
con un verbo y aquellos que tienen una estructura mas complicada porque 
utilizan nombres comunes u otras partes del lenguaje. En Logica esta dis- 
tincion no tiene importancia. Lo que es importante y lo que hay que ver muy 
claro es la distincion entre terminos y predicados. Recuerdese que terminos 
son expresiones'que nombran o describen algun objeto unico. Predicados, 
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por otra parte x no nombran objetos pero dicen algo acerca de ellos. Es natu¬ 
ral decir que los predicados tambien describen objetos. Precisaremos mas 
sobre este punto. En Logica, cuando se dice que un termino describe un 
objeto, se piensa que con esta description se sabe exactamente que objeto 
es. En este sentido un termino describe completamente un objeto. Identifica 
aquel objeto particular. Por tanto, los nombres comunes pueden ser tambien 
partes de terminos cuando describen una cosa particular. Por ejemplo «esta 
nina», o «el primer chico de la fila». Los predicados, por otra parte, solo 
describen objetos parcialmente. De la proposicion «Marfa canta» se sabe algo 
sobre Marfa por el predicado, pero solo del predicado no se podrfa deducir 
que la proposicion se refiere a Marfa. 

Tenemos, pues, dos partes distintas de una proposicion, en la clasifica- 
cion logica, en las que pueden aparecer nombres comunes. Estos pueden 
usarse para construir terminos como «en aquel hombre» o «el edificio en la 
esquina de la Avenida Diagonal y la calle de la Universidad». Y pueden ser 
utilizados tambien para construir predicados como en «es un estudiante 
diligente» o «es un arbol». 

Para construir un termino pueden utilizarse varios nombres comunes. Por 
ejemplo, el termino «el hombre que robo en el banco» utiliza los nombres 
comunes «hombre» y «banco». 


Ejercicio 4 

A. Escribir cinco proposiciones atomicas en cuyos predicados aparezcan los 
nombres comunes: juego, nina, chico, escuela y edificio. 

B. Escribir otras cinco proposiciones atomicas que utilicen nombres comunes 
distintos de los del Ejercicio A y de los ejemplos anteriormente dados. 

C. ^Cuales son los nombres comunes en las proposiciones siguientes? 

1. Julio es un estudiante. 

2. Azul y amarillo son colores complementarios. 

3. Esta anemona marina es un animal. 

4. Estos pinos de California son arboles gigantes. 

5. 3/4 es un numero racional. 

6. Marfa es una enfermera. 

7. El padre de Tomas es ingeniero. 

8. Larry es un chico. 

9. El Sr. Perez es un corredor. 

10. El Sr. Alonso es un profesor de Historia. 
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D. Anotar las proposiciones en las que hay nombres comunes. Despues in¬ 
dicar cuales de estos nombres comunes son partes de predicados. Finalmente, 
indicar que nombres comunes no son partes de predicados pero son utiliza- 
dos como terminos, por ejemplo, «volumenes» en (5). 

1. Luis actua muy rapidamente. 

2. Javier es un hombre a quien le gustan los libros. 

3. Jose ha leido rapidamente. 

4. Juana parece estar concentrada. 

3. Estos volumenes son libros de consulta. 

6. Su plan se desarrolla perfectamente. 

7. Venus es un planeta. 

8. Aquel objeto es una estrella distante. 

9. Aquella planta es un vegetal. 

10. Este reloj funciona continuamente. 

11. Este paquete contiene ropa. 

12. Su equipaje se envia ahora. 

13. Su telefono esta sonando. 

14. Pablo es un estudiante de la Universidad. 

15. Carlos es un pianista. 

E. Cuales son los terminos que son el sujeto y no parte del predicado en 
cada una de las siguientes proposiciones. 

1. Dos mas dos es igual a tres mas uno. 

2. Jaime es un jugador de pelota. 

3. Susana es una secretaria. 

4. Maria ha esperado pacientemente. 

5. 5X6 = 30. 

6. Este pajaro es un pajaro bobo. 

7. Esta rosa es una flor fragante. 

8. Juana se marcha. 

9. Tres es un numero primo. 

10. Juan habla con claridad. 

F. Simbolizar las proposiciones siguientes. Utilizar una letra mayuscula para 
representar el predicado completo y una letra minuscula para el termino. 

1. Andres es un miembro del club. 

2. Terry habla bajo. 

3. Carlos es un musico. 

4. Este pupitre esta desordenado. 

5. Esta mesa es redonda. 


Suppes-hill -13 
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6. La guerra de los Cien Anos empezo en 1337. 

7. El coche del Sr. Martinez es un coche de carreras. 

8. Australia es un continente. 

9. Este bloque de bronce tiene una masa de 500 gramos. 

10. El cero es un numero. 

11. El Mercurio es un liquido que se dilata en proportion directa a 
la temperatura 

12. Este dinosaurio vivio durante el periodo Jurasico. 

13. La ciudad rusa de Sebastopol es un puerto en el mar Negro. 

14. Este circulo tiene una tangente AB. 

15. Este libro tiene una pagina extraviada. 




G. En las proposiciones siguientes, dos proposiciones atomicas estan unidas 
por un termino de enlace. Simbolizar la proposition completa utilizando le- 
tras minusculas para los terminos y letras mayusculas para los predicados. 

1. Si Juana es alta, entonces Susana es baja. 

Ejemplo: Sea «T» el predicado «es alta». 

«5» el predicado «es baja». 

/ — Juana 
s— Susana. 

Entonces Tj —> Ss 

2. O Catalina se ha retrasado o Rosa se ha adelantado. 

3. Eubola es una isla griega y Creta es una isla griega. 

4. Si Tomas es elegido, entonces Jorge sera nombrado. 

5. Si Jose es viejo, entonces Juan no es viejo. 

6. O el tren se ha retrasado o esta guia esta equivocada. 

7. Jorge Sand y Jorge Elliot no eran hombres. 

8. O el peso especifico del helio es menor que el del aire, o el aire 
no empujara el globo hacia arriba. 

9. El budismo es una religion que se origino en la India, pero que 
tuvo mas difusion en la China. 

10. Si Antonio esta aqui, entonces puede empezar la asamblea. 

11. Juan ganara si y solo si se entrena cada dia. 

12. Pedro sera musico si y solo si practica con diligencia. 

• 5.5 Formulas atomicas y variables 

En Logica predicativa la expresion mas corta que tiene sentido por si sola 

I 
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es una letra predicativa a la que esta unida un termino. Por ejemplo, 

(1) Lj 

que representa la proposicion atomica 

(2) Jaime estudia Logica. 

Solo «estudia logica» no dice nada, ni tampoco «Jaime»; ni tampoco «L» 
o «/». «L» es solo un predicado y «/» es solo un termino. 

Se considera ahora la expresion 

(3) x es un numero par, 
puede simbolizarse 

(4) Ex. 

Las formas de (3) y (4) son las mismas que las formas de (2) y (1) respec- 
tivamente. Pero (3) y (4) no dicen nada sobre algo en particular y no se 
puede decir si son ciertas o falsas porque x no es ningun objeto particular. 
Sin embargo, tambien aprenderemos a mane jar expresiones como la (4) de 
manera analoga a como se hizo con las expresiones del tipo (1), bien sea 
consideradas independientemente o formando parte de expresiones mas lar- 
gas. Se las llamara formulas atomicas. 

Si en (3) y (4) se sustituye x por «4» se tiene la proposicion atomica 
cierta «4 es un numero par». que se designa por «E4». Si se sustituye x por 
5 se obtiene una proposicion falsa. Se podrian elegir terminos cualesquiera 
que nombrasen o describiesen objetos unicos para poner en vez de x en (3) 
o (4): 6, 2 + 8, Filadelfia, etc. Cada uno daria lugar a una proposicion cierta 
o falsa. Cuando las letras «x», «y», «z», se utilizan como terminos, sin que 
representen objetos particulares, se denominan variables. En casos concretos 
se pueden sustituir por nombres de objetos particulares. Asi las variables 
se consideran tambien como terminos a pesar de no nombrar ni referirse a 
ningun objeto unico. Esta es la razon por la que cuando se introdujeron los 
terminos se indico que mas adelante se daria una definicion mas completa. 
Esta definicion es: 


Un termino es una expresion con la que o se nombra o se 
designa un unico objeto, o es una variable que puede ser 
sustituida por una expresion que nombre o designe un 
objeto unico. 

Es natural preguntar a que corresponden las variables en Gramatica. Es 
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claro que no son verbos ni adjetivos ni adverbios ni nombres. Pero en 
forma muy aproximada se puede decir que las variables corresponden a los 
pronombres. Considerense las siguientes formulas atomicas que contienen va¬ 
riables. 


x es un hombre. x=y 

y es un astronauta. x> 1 

Z es un libro. jy>10 

u es una pintura famosa. x+y = z 

x es un nuevo automovil negro. * — 1=3 


Si se escriben las cinco formulas atomicas de la izquierda sustituyendo las 
variables por pronombres, se tiene: 

£1 es un hombre. 

£1 es un astronauta. 

£ste es un libro. 

£sta es una pintura famosa. 

£ste es un automovil negro nuevo. 

A primera vista, estamos inclinados a decir si son verdaderas o falsas estas 
proposiciones que utilizan pronombres. Sin embargo, dada la especial natu- 
raleza de los pronombres que los asemeja a las variables, por la simple ins¬ 
pection de las proposiciones en las que se presentan, no se puede decir si 
las proposiciones son ciertas o falsas. Con solo la proposicion «£1 es un 
hombre» no se sabe a que objeto unico se refiere el pronombre «el». Para 
hallar el objeto unico a que se refiere el pronombre se ha de considerar todo 
el contexto o situation en que se usa la proposicion. Sin este contexto no se 
puede decir si la proposicion «£1 es un hombre» es cierta o falsa. Las mis- 
mas observaciones se aplican a los otros ejemplos\ 


Ejercicio 5 

A. Senalar los pronombres en las proposiciones siguientes. 

1. Ella es amiga de Jorge. 

2. £ste es un insecto. 

3. £1 trabaja en el supermercado. 

4. Elios son senadores. 

5. £sta es nuestra cancion favorita. 

6. Ella es una secretaria. 

7. Ella escribe libros. 
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8. £1 es medico. 

9. £sta es una casa grande. 

10. Esta es una planta de flor prematura. 

B. En los ejemplos del Ejercicio A sustituir los pronombres por variables. 
Utilizar «x» y «z» como variables. 

Damos ahora una definicion concisa de formula atomica: 

Una formula atomica es un predicado solo, junto con el 
numero apropiado de terminos unidos al mismo. 

Hasta ahora, se han considerado unicamente predicados que solo requieren un 
termino. Se denominan predicados «simples». Considerese el siguiente: 

(1) El Sr. Lopez es el padre de Luis. 

Si se pone «s» para «E1 Sr. Lopez» y «K» para el predicado simple «es el 
padre de Luis», entonces (1) se simbolizara por: 

Ks. 


Pero si se supone que (1) fuera una premisa y que hubiera otra segunda 
premisa que dijera: 

(2) Todo aquel cuyo padre es el Sr. Lopez tiene el pelo negro. 

De (1) y (2) se podria concluir logicamente que Luis tiene el pelo negro. 
Pero esto no se puede hacer con la «K» que representa el predicado simple 
«es el padre de Luis». Si se representa por «F» el predicado «es el padre 
de», y por «/» el termino «Luis», se puede simbolizar (1) por medio de la 
formula atomica: 

Fsj 


«F» es un predicado doble, pues el numero apropiado de terminos que hay 
que anadirle es dos. «Fs» y «Fj» representarian «E1 Sr. Lopez es el padre 
de» y «es el padre de Luis», respectivamente. Ninguna de las dos es com- 
pleta. No se pueden presentar solas, por tanto, no son formulas atomicas. 


Ejercicio 6 

A. «B» es un predicado simple, «D» es un predicado doble y «G» es un 
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predicado triple. En cada uno de los casos siguientes, indicar si es o no una 
formula atomica. 


1. Ba 

2 . ~^Dde 

3. Bx-+ 

4. Dxy 

5. Gabc 

6. Dae V P 


7. Dcy 

8. Gxyz 

9. <-> 

10. Be & Dab 

11. Gaxy 

12. Bz 


B. Establecer cinco formulas atomicas utilizando las variables «x», «y », 
y «z». 


C. ^Cuales de las siguientes son formulas atomicas? 


1. x=y. 

2. z<*. 

3. x=y y y — 1 =z. 

N 4. x+\=y+l. 

5. x+y =y -|- w. 

6. Si z < x entonces z<y. 

7. Si z<x entonces y>z. 

8. x+y>z. 

9. Si y — 1 = z entonces x—\—z 
10. O x>y o z>x. 


11 . 

N 12. x + z=y + z. 

13. x—W7*y + z. 

14. x>w y y<z. 

15. x—y —> Z9^y- b 1. 

^ 16. x = 2X 2. 

- 17. y = 2 + 2. 

18. x = 3 +1 y y^3+l. 
' 19. ^>1. 

X 20. z>2. 


El conocimiento de las variables y formulas atomicas permite dar una 
forma clara de traduccion del lenguaje corriente al simbolismo de la Logica 
predicativa. Se considera el ejemplo, 

Eisenhower nombro ministro de Justicia a Warren. 


Axy x nombro a y. 

* = Eisenhower. 

w=ministro de Justicia a Warren. 


En sfmbolos: Aew. 

Cuando utilicemos equivalencias como la «Axy <—> x nombro a y», siem- 
pre que se tenga «nombro a» en Castellano se utilizara «A» en simbolos, 
y siempre que se tenga «A» en sfmbolos se dira «nombro a» en Castellano. 
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«x» y «y» se han utilizado para indicar que «nombro a» y «A» son predi- 
cados dobles que requieren dos terminos. Los terminos «e» y «w» no se 
utilizan para traducir «nombro a», pues la traduccion de cada termino y cada 
predicado han de darse por separado para que quede claro. Separadamente 
damos las traducciones de « Eisenhower », de «ministro de Justicia a Warren» 
y de «nombro a», pero no de «Eisenhower nombro ministro de Justicia a 
Warren» de una vez. 

Observese lo siguiente. (1) Los simbolos para terminos y para predicados 
se dan por separado. (2) El numero de terminos apropiados al predicado 
se mdica anadiendo al predicado un numero de variables igual al de termi¬ 
nos. Por lo tanto, la traduccion de un predicado es un simbolo que corres* 
ponde al predicado del lenguaje ordinario, y que forma parte de una formula 
atomica, en este caso «Axy». (3) Es importante el orden en que se escriben 
los terminos unidos a predicados no simples. (4) Entre la formula atomica 
en simbolos logicos y su equivalente en el lenguaje ordinario se coloca un 
termino de enlace de equivalencia <-> . (5) El signo igual, =, se coloca entre 
los simbolos logicos para terminos que representan objetos aislados y los 
nombres correspondientes en lenguaje corriente de los mismos objetos. (6) 
Los simbolos logicos se ponen a la izquierda, las palabras en Castellano a la 
derecha. 

En lo sucesivo se seguira siempre esta pauta al efectuar traducciones. La 
operacion de indicar los simbolos logicos que se utilizaran para proposiciones 
atomicas para los predicados, o terminos, puede decirse que es definir los 
terminos. 

Es aceptable tambien el escribir «xAy» en vez de «Axy». Asi, la propo- 
sicion atomica anterior, «Aew», podria tambien simbolizarse «eAw». En 
ambos casos el orden de los dos terminos ha de ser el mismo. 



Ejercicio 7 

Traducir las siguientes proposiciones a la forma total de logica predica- 
tiva, definiendo primero los simbolos y dando despues la traduccion. 

1. El monumento a Washington mide 170 m de altura. 

2. Aristoteles fue el maestro de Alejandro Magno. 

3. El Senado tiene cien miembros. 

4. Lindbergh hizo el primer vuelo solo hacia Paris. 

5. Fujiyama es una montana muy bonita. 

6. La cascada mas alta en el Parque de Yosemite mide 770 metros. 

7. Los Estados Unidos reciben mucho cafe del Brasil. 

8. El puente de Golden Gate es rojo. 

9. El sistema de los numeros reales es un cuerpo. 
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10. El triangulo ABC es congruente al triangulo DEF. 

Formulas atomicas cuyos terminos no utilizan variables son proposiciones 
atomicas. Con terminos de enlace forman proposiciones moleculares igual 
que en Logica proposicional. Formulas atomicas con variables tambien pue- 
den combinarse con terminos de enlace, pero los resultados no son pro¬ 
posiciones ciertas o falsas. Efi Logica predicativa, expresiones que contienen 
terminos de enlace se denominan formulas moleculares tanto si contienen 
variables como si no. 


Considerense los ejemplos siguientes: 

Ejemplo a. 

Si Miguel Angel fue un artista del Renacimiento, entonces 
Leonardo da Vinci fue un artista del Renacimiento. 

Rx x fue un artista del Renacimiento 

m= Miguel Angel 
/= Leonardo da Vinci 
en simbolos: Rm —> Rl 

Ejemplo b. 

Antonio ayuda a Juan y es ayudado por Jose. 

Hxy <-► x ayuda a y 
b — Antonio 

h= J uan 

j= Jose 

en simbolos: Hbh & Hjb 

Observese que el segundo miembro de la conjuncion, «Antonio es ayu¬ 
dado por Jose» se ha tratado igual que «Jose ayuda a Antonio». 

Ejemplo c. 

Si x es mayor que dos y dos es mayor que z, entonces 
x es mayor que z. 

Esto se puede simbolizar utilizando los simbolos tipicos matematicos y 16- 
gicos. En este caso no es necesario definir los simbolos. Podemos escribir 
inmediatamente la formula molecular 
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x>2 & 2> z -> x>z 


Ejercicio 8 

A. Indicar cuales de las siguientes proposiciones se traducirian solo como 
formulas atomicas y cuales se traducirian como formulas moleculares. 

1. Los ingresos de Alvarez crecen y los precios de los bienes de con- 
sumo aumentan. 

2. Si los ingresos de Alvarez no aumentan proporcionalmente, entonces 
sus ingresos reales disminuyen. 

3 /y es el indice de precios durante el mes. 

4. O los ingresos reales aumentan o el nivel de vida no ha de subir. 

5. x viaja hacia el Norte. 

6. x dista 1000 millas de z. 

7. z viaja a razon de 300 millas por dia. 

8. 5/6 no pertenece al conjunto de los numeros enteros. 

9. x es un numero entero. 

10. z no es un numero racional. 

11. Juan no es un licenciado. 

12. La Luna es el unico satelite natural de la Tierra. 

13. z es el numero de alumnos de la escuela. 

14. Luis tira con una fuerza de 20 kg y Antonio tira por el otro lado 
con una fuerza de 25 kg. 

15. y es la magnitud de la fuerza resultante. 

B. Dar una traduccion predicativa de cada una de las siguientes proposi¬ 
ciones, definiendo primero sus simbolos. 

1. Si el Nautilus esta en equilibrio, o esta en reposo, o se mueve con 
velocidad constante en linea recta. 

2. Marta ama a Jose y Jose ama a Marta. 

3. O el Sr. Gomez lleva a Pedro en el coche o llegara tarde a la cita. 

4. Si se sobrepasa el limite elastico del muelle, entonces sus fuerzas 
moleculares son vencidas y el muelle no vuelve a su forma original. 

5. Si Juan no es el hermano de Maria o Maria no es la cunada de 
Juan, entonces el Sr. Perez no es el padre de Jose y Jose es el primo 
de Maria. 


• 5.6 Cuantificadores universales 
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Consideremos la formula atomica: 

x es alto. 

Si se sustituye «x» por «Lincoln» se obtiene la proposicion cierta «Lincoln 
es alto». Si se examinan las formulas atomicas dadas como ejemplo en la 
ultima seccion, se puede ver en cada caso que si se sustituyen las variables 
«x», «y» y «z» por terminos que se refieran a un objeto unico se obtiene 
una proposicion atomica que es o cierta o falsa. 

^Hay algun otro camino para transformar formulas atomicas en propo- 
siciones ciertas o falsas? La respuesta es afirmativa. En vez de poner «Lin- 
coln» para «x» se puede decir «Todo es alto». Esta es una proposicion gra- 
matical falsa. En vez de escribir «Todo es alto» se puede escribir la pro¬ 
posicion «Cada x es alto». En Logica se acostumbra a expresar la proposicion 
en esta forma: 

Para cada x, x es alto. 

La frase «Para cada x» es un cuantificador universal. Se denomina cuantifi- 
cador universal porque utiliza la variable «x» para afirmar que cada cosa 
en el universo tiene una cierta propiedad; en el caso presente la propiedad 
de ser alto. 

Otro ejemplo a considerar es la formula atomica aritmetica. 

*> 0 . 

Se puede hacer esta formula cierta o falsa sustituyendo «x» por el nombre 
o description de algun numero particular. Por ejemplo, si se sustituye «x» 
por «l-fl», se obtiene la proposicion atomica 

1 + 1 > 0 , 

que es cierta. Si se sustituye «x» por «— 3», se obtiene la proposicion ato¬ 
mica falsa, 

-3>0. 

Si se anade un cuantificador universal a la formula atomica «x>0», se obtiene 
la proposicion falsa, 


Para cada x, x>0. 

Esta proposicion es falsa, por ejemplo, si x — — 1, entonces x no es mayor 
que 0. Es decir, la proposicion afirma que cada numero es mayor que 0, pero 
el numero — 1 no lo es, y por tanto la proposicion es falsa. 



TERMINOS, PREDICADOS Y CUANTIFICADORES 
UNIVERSALES 


203 


El simbolo para el cuantificador universal es una «A» al reves, y se 
simboliza la ultima proposition considerada por: 

(Vjr)(jr>0). 

Existe en el lenguaje otra forma de expresar lo mismo. En vez de decir 
«Para cada x, x>5» se puede decir: 

Para todo x , x> 5. 

En ambos casos se simboliza de la forma: 

(V*)(*>5). 

Desde el punto de vista logico la frase «Para cada x» se usa en el mismo 
sentido que la frase «Para todo x». El cambio de «cada» a «todo», repre- 
senta en el lenguaje usual el cambio de singular a plural, pero este es un 
cambio superficial analogo a uno que se habia observado antes para los 
nombres comunes. No se trata de un cambio logico. «Todos los gatos tienen 
garras» se traduce de la misma forma que «Cada gato tiene garras». 

La frase «cada uno» tambien es una expresion comun para indicar una 
cuantificacion universal. En lenguaje corriente, en vez de decir «Para cada x, 
x es sabio», se diria «Cada uno es sabio». La traduccion seria 

Wx <-► x es sabio. 

En simbolos /w v 

V ▼ Xj \ rr X). 

La lista siguiente resume las expresiones mas comunmente utilizadas para 
expresar el cuantificador universal: 

Para cada x 

Cada. 

Para todo x 

Todo . . 

Cualquiera 

Observese que en las proposiciones «Para cada x, x es 0» y «Para cada 
x, x>5» se da por supuesto que x es un numero. El cuantificador universal 
en estos casos no se refiere a todas las cosas o entes, sino solo a todos los 
numeros. Con frecuencia interesan no todas las cosas en el universo, sino 
un conjunto definido de cosas. En los ejemplos que se acaban de dar se 
consideran formulas de Aritmetica y por tanto se refieren solo a conjuntos 
de numeros. El conjunto de cosas que se consideran en una discusion se 
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denomina dominio de referenda. Asi, en algunos ejemplos se restringe el 
dominio a un conjunto particular y entonces el cuantificador universal se 
refiere a cada elemento de este conjunto. En otros ejemplos no se restringe 
el dominio, sino que se deja al cuantificador universal que cubra todos los 
entes u objetos del universo. 

Casi siempre el contexto de la discusion pone de manifiesto el dominio. 
Por ejemplo, el uso de simbolos matematicos en muchos de los ejemplos 
indicara que el dominio es el conjunto de los numeros. Asi, el cuantificador 
universal «Para cada x» significa que se afirma algo para cada elemento en 
aquel dominio (en otras palabras, para cada numero). Algunas veces una 
expresion particular del lenguaje utilizada para expresar la cuantificacion uni¬ 
versal indica ya el dominio. Las palabras «cada uno» o «cada cual», por ejem¬ 
plo, sugieren que el dominio de los individuos es el de los seres humanos. 
En estos casos, el cuantificador universal «para cada x» se refiere a cada ser 
humano. 

En cada proposicion nos podemos limitar a un dominio particular. En 
una proposicion tal como «Para cada x, x>0» se ha de entender que el 
dominio esta restringido al conjunto de los numeros. Si el dominio no fuera 
restringido, la proposicion se tendria que expresar en la forma condicional 
«Para cada x, si x es un numero entonces *> 0». En una discusion particular, 
como en los ejemplos de Aritmetica, es mucho mas conveniente limitarse a un 
dominio restringido puesto que el sujeto de esta discusion esta limitado a un 
dominio fijo como el conjunto de los numeros. 


Ejercicio 9 

A. Convertir cada una de las formulas atomicas en una proposicion atomica 
cierta o falsa sustituyendo las variables por nombres o descripciones de obje¬ 
tos unicos. Decir cuando la proposicion resultante es cierta o falsa. 

1. x es un senador de los Estados Unidos. 

2. x es un maestro. 

3. y es un buen libro. 

4. x es un numero mayor que 4. 

3. x es una persona simpatica. 

6. z es el mejor logista en esta clase. 

7. z juega a pelota. 

8. y es una flor. 

9. x es el primero de la escuela. 

10. x es un astronauta. 

11. z es un Secretario de Estado. 

12. y es un Rey. 
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13. x es la fecha de mi cumpleanos. 

14. y firma todos los billetes de Banco. 

13. z es un miembro del Gobierno. 

B. Convertir las formulas atomicas del Ejercicio A en proposiciones ciertas 
o falsas anadiendo cuantificadores universales utilizando el simbolo logico V. 
Para cada una de las proposiciones resultantes decir si es cierta o falsa. 

Ciertas expresiones de cuantificacion universal se utilizan para expresar 
simultaneamente una negacion. Considerese el ejemplo, 

Ninguno quiere setas venenosas. 

La palabra «I\linguno» tiene una doble action como cuantificador universal 
y como expresion de la negacion. Utilizando la variable «x», se puede tradu- 
cir la expresion. 


o 


Para todo x, x no quiere setas venenosas. 
(V*)(x no quiere setas venenosas). 


El sentido en que «Ninguno» en la proposicion original expresa una cuanti¬ 
ficacion universal, queda de manifiesto ahora por la frase «Todo x», y el 
sentido en que la palabra «Ninguno» en la proposicion original expresa nega¬ 
cion, esta ahora indicada por la palabra «no». Para simbolizar completamente 
la proposicion traducida, se define primero, 


Lx ► x quiere setas venenosas, 


y entonces se simboliza la proposicion por 


(Vx)(—i Lx). 


Otra expresion que expresa ambas, cuantificacion universal y negacion, 
se pone de manifiesto en la proposicion siguiente: 

Nada es absolutamente malo. 


En esta proposicion la palabra «Nada» sirve a la vez como cuantificador 
universal y como expresion de una negacion, lo que se pone refiere clara- 
mente cuando se introduce una variable a la expresion en castellano; en pri¬ 
mer lugar se tiene: 


Para todo x, x no es absolutamente malo. 
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Definiendo: 

Bx x es absolutamente malo. 

La proposition se simboliza por: 

(V*)(-.A0 

La siguiente lista resume las expresiones mas comunes utilizadas para 
expresar a la vez un cuantificador universal y una negation: 

Para ningun x. 

Ninguno 
Nadie . 

Nada 
No . 


Ejercicio 10 

A. Utilizar el cuantificador universal para simbolizar las siguientes proposi- 
ciones, pero sin utilizar letras que sustituyan a los predicados; expresar las 
negaciones y predicados en castellano con variables. 

1. Para cada x, x tiene un nombre. 

2. Cada cosa esta sujeta a cambio. 

3. Para todo x, x es el valor de una variable. 

4. Nada es absolutamente frfo. 

5. Para cada y, y pertenece a un conjunto. 

6. Nada cambia. 

7. Para todo y, y no es perfecto. 

8. Todas las cosas son atomos. 

9. Para cada y, y es materia. 

10. Para todo y, y es una idea. 

B. En cada una de las proposiciones siguientes el dominio de referenda 
es el conjunto de numeros. Usar el cuantificador universal para simbolizar 
las proposiciones pero no utilizar letras sustituyendo a los predicados. Expre¬ 
sar las negaciones y predicados con variables en sfmbolos matematicos tipicos 
o en el lenguaje usual. 

1. Para cada z, z>0. 

2. Para cada *<*+ I. 

3. Para cada x, x no es divisible por 0. 
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4. Para cada w, w + Q = w. 

5. Para todo x, x no es mayor que x. 

C. En cada una de las proposiciones siguientes el dominio de referenda 
es el conjunto de los seres humanos. Usar el cuantificador universal para 
simbolizar las proposiciones, pero no utilizar letras para los predicados. Ex- 
presar las negaciones y predicados en el lenguaje corriente con variables. 

1. Nadie acepta con alegria un desastre. 

2. Nadie oye aquellos sonidos. 

3. A nadie le gusta no tener razon. 

4. Nadie es perfecto. 

5. Cada uno necesita un mmimo de alimentos. 

Es necesario distinguir los casos en que una negacion sigue al cuantifi¬ 
cador, de los casos en que la negacion precede al cuantificador. Considerese 
la proposicion siguiente. 

(1) No todas las cosas son bonitas. 

Esta es simplemente la negacion de 

(2) Todas las cosas son bonitas. 

Definiendo: Bx <-* x son bonitas, la proposicion (2) se simboliza 
y (1) es la negacion de esta 


El lenguaje a veces no es tan preciso como el simbolismo logico. Hay 
muchas maneras distintas de expresar una idea. Muchas formas distintas en 
el lenguaje usual pueden tener un mismo significado. Por otra parte, una 
proposicion en Castellano puede tener diversos significados. Por ejemplo, el 
lugar que ocupa «no» en una proposicion no siempre indica que es lo que se 
ha de negar al simbolizarla. Considerese 

(3) Cada uno no es un ton to. 

Al principio parece que lo que se niega es «ser un tonto». Por medio 
de las variables, la frase seria: 

Para cada x, x no es un tonto, 
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que significa: 


Definiendo: Fx 


Pero si significa: 


(4) Nadie es un tonto. 

x es un tonto, en simbolos la proposicion seria: 
(5) (Vx)(~nFx). 

(6) No cada uno es un tonto, 


por medio de variables seria: 


o en simbolos 


No para cada x, x es un tonto, 


(7) -.(Vjr)(F*). 

La proposicion es ambigua y es necesario considerar que significado tiene la 
proposicion en cada contexto. Por otra parte, la eleccion de las formas de 
expresion (6) o (4) son mejores, porque el significado logico es claro. 
En la proposicion (6) la proposicion atomica completa «Cada uno es un 
tonto» es negada. En la proposicion (4) la formula «Fx» es negada. 


Ejercicio 11 

A. Traducir completamente en el simbolismo de la Logica predicativa todos 
los ejemplos del Ejercicio 10 (A, B y C). En el Ejercicio 10 se anadio el 
cuantificador universal. Completese ahora la simbolizacion utilizando letras 
que sustituyan los predicados y anadiendo los simbolos de negation apro- 
piados. 

B. Hacer la traduction completa en los simbolos de la Logica predicativa. 
Primeramente se pueden introducir variables en las proposiciones escritas en 
Castellano, si no estuvieran ya, sin embargo, no es necesario escribir este paso. 
En algunos de los ejemplos es obvio que el dominio de referencia es restrin- 
gido. En cada ejemplo, en el que el dominio es restringido, indicar este 
dominio. 

Ejemplo: Cada cosa es buena. 

Introduciendo variables: Para todo x, x es bueno. 

Definiendo los simbolos: Gx <-> x es bueno. 

En simbolos (Vx)(Gx) 
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1. Para cada z, z es vivo. 

2. Cada uno desea buena suerte. 

3. Para todo x, x>x— 1 . 

4. Todo el mundo no es diestro. 

5. Para cada y, y — y. 

6. Para cada z, z es un numero. 

7. Nada es imposible. 

8. A nadie le gusta la derrota. 

9. Para todo x, x no es absolutamente estable. 

10. No todas las cosas son dignas de luchar por ellas. 

11. Nadie es omnisciente. 

12. Todas las cosas tienen valor. 

13. Para cada x, x es sabio. 

14. Para todo y, y es tonto. 

15. Todo el mundo no tiene dos buenos ojos. 

16. Todo es relativo. 

17. Para cada w, w es un hombre. 

18. Todo tiene su historia. 


• 5.7 Dos formas tipicas 

Se vuelve ahora a la simbolizacion de cierta clase de proposiciones'tipicas 
que se presentan repetidamente en razonamientos deductivos o en otros con- 
textos cientificos. Cada una de estas proposiciones utiliza un cuantificador 
universal. 

Para empezar, consideramos la proposicion, 

(1) Cada hombre es un animal. 

De acuerdo con la discusion previa sobre nombres comunes y predicados, 
desde el punto de vista logico hay dos nombres comunes. Ninguno de ellos 
se usa para construir un termino y, por tanto, hay dos predicados en esta 
proposicion, que son, el predicado «es un hombre», y el predicado «es un 
animal». Se utilizan estos dos predicados para traducir la proposicion en la 
forma 


(2) Para cada x, si x es un hombre, x es un animal. 

Lo importante e interesante en lo que se refiere a la traduccion tanto de 
(1) como (2), es que en Logica proposicional (1) se traduciria como una pro¬ 
posicion atomica, mientras que (2) utiliza el termino de enlace proposicional 
«si... entonces...». El motivo de este cambio es: si los nombres comunes 


Suppes-hill -14 
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han de ser tratados como predicados, entonces proposiciones como (1) no 
pueden ser traducidas como formulas atomicas, pues una formula atomica 
solo puede tener un predicado exactamente. Utilizando nombres comunes 
como tales nombres y no como predicados completos, (1) expresa una rela¬ 
tion entre hombres y animales en la forma de una proposicion atomica. Cuan- 
do esta relation ha de ser expresada por predicados completos de manera 
que se pueda simbolizar, es necesario utilizar un termino de enlace proposi- 
cional para expresarla. Esto es lo que se hace en la proposicion (2). 

Es de capital importancia hacer notar que el unico termino de enlace 
proposicional que puede usar en (2) es el «si... entonces...». Supongamos, 
por ejemplo, que en vez de utilizar el «si... entonces...» como termino de 
enlace proposicional, se utiliza el «y». Entonces la proposicion (1) se tra- 
duciria por la proposicion: 

(3) Para cada x, x es un hombre y x es un animal. 

Es manifesto que el significado de (3) es distinto del significado de (1). iEn 
que difieren los significados de los dos ejemplos? La proposicion (3) dice 
que cada cosa es a la vez un hombre, y un animal, y esta proposicion es 
evidentemente falsa. No es dificil encontrar ejemplos que hagan (3) falsa. Por 
ejemplo, la pagina en la que se leen estas proposiciones no es ni un hombre 
ni un animal, en contra de lo que afirma la proposicion (3). La proposicion 
(1), por otra parte, indica simplemente que para cualquier cosa se puede 
pensar que si es un hombre entonces ha de ser tambien un animal. En 
lenguaje corriente esto significa lo mismo que la proposicion cierta «Cada 
hombre es un animal». 

Definiendo, Mx x es un hombre, Ax <—> x es un animal, y tam¬ 

bien utilizando el signo — > y el simbolo para el cuantificador universal, 
se puede simbolizar (1) y (2), 

(4) (yx){Mx -> Ax). 

La proposicion (4) es un ejemplo tipico de proposiciones de la forma «Cada 
tal-y-tal es esto-y-esto». 

Puesto que logicamente «cada» y «todo» tienen la misma fuerza, tambien 
sera un ejemplo de proposiciones de la forma «Todo tal-y-tal es esto-y-esto». 
Desde el punto de vista logico, se podria sustituir (1) por la proposicion: 

Todos los hombres son animales, 

sin cambiar la fuerza logica de lo que se habia dicho. Observese que el cam- 
bio en Gramatica del verbo singular al plural no tiene en este caso impor¬ 
tancia logica. 
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Se considera ahora el caso en que se tiene a la vez cuantificacion uni¬ 
versal y negation. Un ejemplo tipico es la proposicion siguiente: 

(5) Ningun hombre es inmortal. 

Introduciendo variables se tiene: 

(6) Para todo x, si x es un hombre, entonces x es no inmortal, 

y (6) se traduce en simbolos por: 

(7) (Vx)(Mx — > —i lx), 

donde !*<-► *es inmortal. 

La proposicion (7) es, pues, un ejemplo de proposiciones de la forma: 
«Ningun tal-y-tal es esto-y-esto» o expresado en plural «Ningunos tales-y- 
tales son estos-y-estos». 

En algunos casos se niega una proposicion completa como la (4). Sea 
la proposicion 

(8) No toda mujer tiene el pelo largo. 

Definiendo 

Wx <-> * es una mujer 

Lx <-> x tiene pelo largo. 

La proposicion (8) se simboliza por 

—i(V*)( W* —> Lx). 

Hay muchas maneras de expresar en Castellano una misma cosa y es impo- 
sible dar una forma tfpica para cada una de ellas. Es a menudo necesario 
considerar exactamente lo que dice, o intentar decir la misma cosa de manera 
diferente, hasta encontrar una forma en la que se pueda reconocer clara- 
mente una estructura logica. Si se llega a la forma condicional, «si... enton¬ 
ces...» la estructura es casi siempre la mas clara. Considerese el ejemplo: 

(V*)( Tx -> Px) 

Definiendo: 

Tx <-> x es un arbol 
Px *-> x es una planta 
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cada una de las siguientes son formas distintas de enunciar la misma propo- 
sicion logica anterior: 

Todo arbol es una planta. 

Las cosas que son arboles son tambien plantas. 

Solo plantas son los arboles. 

Nada es un arbol si no es una planta. 

Si algo es un arbol entonces es una planta. 

Resumiendo, proposiciones de la forma «Todo A’s son B’s» se simboliza 
en la forma 


(Vx)(Ax -> Bx). 


Proposiciones de la forma «Ninguna A’s son B’s» se simboliza en la forma 

—» —i Bx). 


Ejercicio 12 

A. Simbolizar completamente: 

1. Todos los gorriones son pajaros. vJ \ 

2. Todos los pinos son siempre verdes. 

3. Toda almeja es bivalva. 

4. Todos los franceses son europeos. 

5. Cada millonario tiene riquezas. 

6. Todo fruto es delicioso. 

7. Toda hierba es verde. 

8. Todo hielo es frio. 

9. Todo rio corre hacia abajo. 

10. Todos los caballos son cuadrupedos. 

B. Simbolizar completamente: 

1. Ningun melocoton es un vegetal. 

2. Ningun limon es dulce. 

3. Ningun hombre es una isla. 

4. Ningun gato es canino. 

5. Ningun adulto es un menor. 

6. Ninguna zorra es tonta. 
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7. Ningun tirano es un hombre justo. 

8. Ningun pajaro es cuadrupedo. 

9. Ningun universitario es un infante. 

10. Ningun cuento de hadas es una historia cierta. 

C. Simbolizar completamente: 


1. Ningun canino es pajaro. 

2. Ninguna lapa es bivalva. 

3. Ningun automovil es un cohete. 

4. Ningun payaso es un hombre feliz. 

5. Todos los guantes tienen dedos. 

6. Todos los estudiantes son escolares. 

7. Ningun cocinero es hombre delgado. 

8. Todas las cuevas son refugios. 

9. Ninguna tortuga es corredora. 


D. Simbolizar completamente las proposiciones siguientes. Observese que 
«solo» es otra expresion comun para indicar un cuantificador universal. 


1. Solo el protoplasma es sustancia viviente. 

2. Solo los hombres son racionales. 

3. Solo europeos son franceses. 

4. Todos los pajaros y peces son animales. 

5. Todos los caballos y vacas son cuadrupedos. 

6. Todos los platanos y robles son arboles. 

7. No todos los hombres son inteligentes. 

8. No todos los hombres son rectos. 

9. No toda la hierba es verde. 


E. Simbolizar los cuantificadores y terminos de enlace proposicionales, pero 
dejar los simbolos matematicos. 

1. Para todo x, si x> 2, entonces at> 1 . 

2. Para todo x, * + 0 = *. 

3. Para todo x, si x^O, entonces x/x— 1. 

4. Para todo y,y—y- 0. 

5. Para todo y, y — 0=y. 


Examen de repaso 

1. Hacer una lista de los terminos en las proposiciones siguientes, y una 
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los predicados de cada una. 

a. Mike Taylor es un futbolista. 

b. 5 2 = 25. 

c. El gran oso negro se dirigia despacio hacia nosotros. 

d. Lincoln fue el decimosexto presidente de los Estados Unidos. 

e. Dos es la raiz cubica de ocho. 

II. Simbolizar completamente: 

a. Uno es el reciproco de uno. 

b. La Enmienda dieciseis permite los impuestos lederales. 

c. El Procurador General es nombrado. 

d. Aquel libro es una biografia. 

e. Este libro es una coleccion de ensayos. 

f. El sistema de los numeros naturales tiene un elemento cero. 

g. La Sr a. Costello es la madre de Daniel. 

h. Los senadores no fueron elegidos por voto directo antes de 1913. 

i. Si Eduardo no es un miembro del Consejo, entonces Nicolas no es 
un miembro del Consejo. 

j. O 2 + 2^5 o 2 + 35*6. 

k. Rosa es presidente y Teresa es tesorera. 

l. Los «Gigantes» ganaran si y solo si Jorge puede jugar. 


III. Llenar cada espacio con una sola palabra. 

a. Variables corresponden a en Gamatica. 

b. Una formula atomica puede contener 

c. Proposiciones atomicas no contienen 

IV. Construir cinco formulas atomicas utilizando variables. 

V. Transformar las proposiciones siguientes en proposiciones ciertas susti- 
tuyendo las variables por terminos. 


a. x no esta en esta clase. 

b. y es un numero menor que diez. 

c. z es el Gobernador de este Estado. 

d. x no es un numero positivo. 

e. y no es el principal de esta escuela. 






TERMINOS, PREDICADOS Y CU ANT IF 1CADORES 
UNIVERSALES 


VI. Simbolizar completamente las proposiciones siguientes: 

a. Para todo y, y igual a y y y no es mayor que y. 

b. Todo ha sido dicho. 

c. Ningun hombre es a la vez loco y cuerdo. 

d. Ningun numero es a la vez par e impar. 

e. Todo hombre es mortal. 

f. A todo el mundo gusta el circo. 

g. Nadie es o totalmente juicioso o totalmente estupido. 

h. Todo es o inmutable o mutable. 

i. Para todo x, x es positivo si y solo si x es mayor que cero. 

j. Ninguna musica es ruido. 

k. Solo los numeros positivos son mayores que cero. 

l. No todos los numeros son positivos. 

m. Ninguna cosa es a la vez redonda y cuadrada. 



CAPITULO 6 


ESPECIFICACION UNIVERSAL 
Y LEYES DE IDENTIDAD 


• 6.1 Un cuantificador 

Sin el armazon de la inferencia proposicional no se podria ver que es valida 
la inferencia siguiente: 

Cada ciudadano de California es un ciudadano de los 
Estados Unidos. 

El gobernador Brown es un ciudadano de California. 

Por tanto, el gobernador Brown es un ciudadano de los 
Estados Unidos. 

Hemos agregado al conjunto de instrumentos logicos la notacion para los 
cuantificadores universales. Veamos lo que se puede hacer al simbolizar las 
proposiciones de este razonamiento en la nueva notacion de cuantificacion, 
anadiendo luego a las reglas de inferencia una regia de supresion de los 
cuantificadores universales. Estos nuevos metodos permiten analizar y uti- 
lizar la estructura detallada de las proposiciones en el razonamiento. 

Definiendo: Cx «-» x es un ciudadano de California, y Ux «-» * es 

un ciudadano de los Estados Unidos, y b — gobernador Brown, se pueden 
simbolizar las premisas y la conclusion de este razonamiento por 

Demostrar: Ub 

(1) (Vx)(Cx -> Ux) 

(2) Cb 


Esta simbolizacion es el primer paso en la estrategia de la demostracion. El 
segundo paso es precisar algun objeto particular para sustituirlo en vez 
de x. La idea intuitiva de especificacion es que cualquier cosa que sea cierta 
para todo objeto, es cierta para cualquier objeto que nosotros deseemos 
elegir, por ejemplo, el gobernador Brown. 
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Una vez ha desaparecido el cuantificador, se esta en situacion de aplicar 
simplemente los metodos de deduccion proposicional desarrollados en el Ca- 
pftulo 2. La estrategia en tres pasos que se sigue es: 

Paso 1. Simbolizacion de premisas. 

Paso 2. Especificacion de objetos para eliminar cuanti- 
ficadores. 

Paso 3. Aplicar metodos de inferencia proposicional para 
deducir una conclusion. 

Observese en la demostracion siguiente que ejecutando el paso 2 se 
cambian las formulas atomicas, «Cx» y «Ux», en proposiciones atomicas. Esta 
es la razon por la que se puede dar el paso 3. 

Siguiendo ahora los tres pasos en el ejemplo anterior, se obtiene la deduc¬ 
cion: 


(1) (Vx)(Cx -> Ux) 

(2) Cb 

(3) Cb — Ub 

(4) Ub 


P 
P 

Especificar b para x. 
PP 2, 3. 


La regia que permite especificar se denomina la regia de especificacion 
universal Se puede prescindir del cuantificador y sustituir su variable por 
cualquier termino; por lo tanto se especifica la variable al sustituirla por el 
individuo que se elija. La idea es que cada proposicion que es cierta para 
todo, ha de ser cierta para cualquier individuo especifico que se pueda 
elegir.* De la afirmacion universal de que algo es cierto para todas las 
cosas que podamos elegir, inferimos que la afirmacion es cierta para una 
o varias cosas especificas y determinadas que elijamos. 

Como segundo ejemplo se puede considerar un razonamiento simple so- 
bre numeros. 


Cada numero positivo es mayor que cero. 
1 es un numero positivo. 

3 es un numero positivo. 

Por tanto, 1 y 3 son mayores que 0. 


* Mas adelante se impondra una restriccion necesaria para la especificacion 
universal. 
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Se define: Px «-> * es un numero positivo. Entonces utilizando el 
sfmbolo ordinario > para «mayor que» y las cifras arabigas como nombres 
de los numeros uno y tres, se puede simbolizar el razonamiento, 

Demostrar: 1 > 0 & 3 > 0 

(1) (V*)(/>* -> *>0) 

(2) P 1 

(3) P 3 

La aplicacion de la especificacion universal para escribir una deduccion de 
este razonamiento es simple y facil. 


(1) (Vx)(Px 

—■ *>0) 

P 

(2) P 1 


P 

(3) P 3 


P 

(4) P 1 -*• 

1>0 

\/x 1 

(5) 1>0 


PP 2, 4 

(6) P 3 -> 

3>0 

3/x 1 

(7) 3>0 


PP 3, 6 

(8) 1>0 & 

3>0 

A 5, 7 


Observese que en las lmeas (4) y (6) se ha indicado explfcitamente la espe¬ 
cificacion por «l/x» y «3/x» seguidas del numero de la lmea a la que se 
aplico la especificacion universal. En el futuro se utilizara esta lmea incli- 
nada para indicar la especificacion. Se lee, «Poniendo 1 en vez de x» y 
«Poniendo 3 en vez de x», y se entiende que se aplica la regia de especifi¬ 
cacion universal (US). Observese que a la lmea (1) se le pueden aplicar dos 
especificaciones universales distintas. No existe limitacion del numero de 
veces que pueden aplicarse especificaciones a la misma proposicion universal, 
de la misma manera que no existe limitacion del numero de veces que cada 
lmea de una deduccion puede utilizarse para deducir nuevas lmeas. 


Ejercicio 1 

A. Simbolizar las siguientes premisas y conclusiones. Cada ejemplo incluye 
un termino. Utilizar letras minusculas para simbolizar terminos. 

1. Todos los perros son animales. 

Lassie es un perro. 

Por tanto, Lassie es un animal. 
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2. Ningun presidente de los Estados Unidos fue un inmigrante. 

John Quincy Adams fue un presidente de los Estados Unidos. 

Por tanto, John Quincy Adams no fue un inmigrante. 

3. Cada numero par es divisible por dos. 

Diez es un numero par. 

Ocho es un numero par. 

Por tanto, ocho y diez son divisibles por dos. 

4. Ningun numero es mayor que el mismo. 

Tres es un numero. 

Por tanto, tres no es mayor que tres. 

5. Para cada x, si x es un numero, entonces x mas uno es mayor 
que x. 

Cuatro es un numero. 

Por tanto, cuatro mas uno es mayor que cuatro. 

6. Todos los loros son pajaros. 

Todos los pajaros son vertebrados. 

Polly es un loro. 

Por tanto, Polly es un vertebrado. 

7. Ninguna fraccion es un entero. 

Cuatro es un entero. 

Por tanto, cuatro no es una fraccion. 

8. Todos los numeros negativos son menores que cero. 

Seis no es menor que cero. 

Por tanto, seis no es un numero negativo. 

9. Todo presidente es un Jefe de Estado nombrado por eleccion. 

Un Jefe de Estado no nombrado por eleccion es un monarca. 

El rey Balduino es un monarca. 

Por tanto, el rey Balduino no es un presidente. 

10. Ningun numero impar es divisible por dos. 

Seis es divisible por dos. 

Ocho es divisible por dos. 

Por tanto, ni seis ni ocho son numeros impares. 

11. Todos los congresistas son o profesores o miembros de la Academia. 
El Sr. Lopez trabaja en Madrid, pero no es miembro de la Aca¬ 
demia. 

Por tanto, si el Sr. Lopez es congresista es un profesor. 

B. Dar una deduction completa de los ejemplos de inferencia valida del 
Ejercicio A. 

C. En cada uno de los siguientes, deducir la conclusion de las premisas 
dadas, utilizando la forma tipica completa para las demostraciones. 

1. Deducir: Pb 

(1) (Vx)(Px & Rx) 
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2. Deducir: Ft & Fr 

(1) (Vy)(G> & Fy) 

3. Deducir: Ga 

(1) (Vx)(Hx -> Gx) 

(2) Ha 

4. Deducir: Fd 

(1) (Vy){Fy <-+ Hy) 

(2) Hd 

5. Deducir: 2 > 0 

(1) (V*)(*>1 -> *>0) 

( 2 ) 2 > 1 

6. Deducir:3>0 & 4>0 

(1) 3> 1 

(2) (Vy)(y>l —> y> 0) 

(3) 4> 1 

7. Deducir: - 1 /// 

(1) (Vx)(Hx -> Rx) 

( 2 ) -^Rf 

8. Deducir: Gb 

(1) ( Vx)(Gx V Jx) 

(2) -iJb 

9. Deducir: Jb 

(1) -iHb 

(2) Hy) 

10. Deducir: Hx 

(1) (Vx)(Gx -► Jx & //a-) 

(2) G* 


Se puede tambien aplicar la especificacion universal para hacer inferen¬ 
ces en las que numeros u otros objetos esten representados por terminos 
complejos como «1 + 1» o «5+l» en vez de los simples numeros. Para 
construir un ejemplo se puede utilizar la primera premisa del ultimo ejemplo 
indicado. 
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Cada numero poi 
1 + 3 es un numeb 
Por tanto, 1 + 3 


•sitivo es mayor que 0. 
o positivo. 
mayor que 0. 


es 


Utilizando los sfmbolos ya introdui 
de este razonamiento, aplicando la 
lfnea (3). 


cidos, se puede escribir la demostracion 
especificacion universal para obtener la 


(1) (Vx)(Px 

(2) P (1+3) 

(3) P (1+3) 

(4) 1 + 3 > 0 


dicado «P» se aplica a «l + 3» y no 
Los signos de operation + , —, 


*> 0 ) 

—> 1 + 3 > 0 


P 

P 

1+3/* 
PP 2, 3 


(Se anade el parentesis en «P(l + 3)» para poner de manifiesto que el pre- 


simplemente a «1».) 

X,y-^-, forman nuevos terminos a partir 


de otros terminos. Estos signos particulares indican operaciones binarias, 
porque cada uno de ello's combina dos terminos para formar un nuevo ter- 
mino complejo. Por ejemplo «3» es in termino, «4» es un termino, y «3X4» 
es un termino. Es un termino complejo que se refiere al mismo numero 
indicado por el termino «12». Un signo de operacion que forma otro ter¬ 
mino de solo un termino indica una operacion monaria. Elevar un numero 
al cuadrado es un ejemplo; «3» es un termino y «3 2 » es un termino. 

Evidentemente, los signos de operaciones numericas estan unidos a ter¬ 
minos, nunca a proposiciones. No tiene sentido decir «(Maria juega a tenis) : 
(Juan juega a balonmano)» o decir «3 —> 7». El simbolo, —, podria 

prestarse a confusion, pues tiene dos significados diferentes. Delante de un 
termino es un signo de operacion monaria que transforma un numero posi¬ 
tivo en negativo, o transforma un numero negativo en positivo. Entre dos 
terminos es un signo de operacion binaria que indica la sustraccion. 

Puesto que un termino complejo es a su vez un termino, puede combi- 
narse tambien con signos de operacion para formar mas terminos complejos. 
Es necesario indicar de alguna forma cual es el signo de operacion dominante 
para cada termino complejo. ik que numero es igual 3 + 4x3? Se pueden 
utilizar parentesis para indicar las dos posibles agrupaciones. 


(3 + 4) X 5 
3 + (4 X 5) 


La primera es 7x3 que es 33. La segunda es 3 + 20 que es 23. 
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Ejercicio 2 

A. Poner los parentesis adecuados para que las proposiciones siguientes sean 
ciertas. 

1. 2 + 6 X 5 = 40 

2. 2 + 6x5 = 32 

3. — 3 1 2 3 4 5 ;= —9 

2 4. '-3* = 9 

5. 12 —'3'? = 3 

6. (12-37 = 81 

7. 24h-3 + 2 2 = 12 

8. 24-K5 + 2 2 = 3% 

9. \24 h- 3 H- 2p = 100 

10. 24-H3 + 2J ! = 2 % 5 

B. Dar una demostracion formal para cada uno de los razonamientos si¬ 
guientes. ^ n, 

1. Tres mas siete es mayor que dos mas cinco. ^ + => ^ 2. * 3 

Cada numero mayor que dos mas cinco no es igual a dos por tres. 
Por tanto, tres mas siete no es igual a dos por tres. 

2. Cada numero que no es igual a cero es mayor que cero o menor 
que cero. 

Seis dividido por dos no es cero y seis dividido por dos no es menor 
que cero. 

Por tanto, seis dividido por dos es mayor que cero. 

3. Un numero es par si y solo si es divisible por dos. 

Tres por cinco no es par, pero tres mas cinco es divisible por dos. 

Por tanto, tres por cinco no es divisible por dos, pero tres mas cinco 
es par. 

4. Para todo x, x mas uno es par o x no es impar. Si uno mas tres no 
es par, entonces tres mas uno no es par. 

Por tanto, si tres es impar, entonces uno mas tres es par. 

5. Tres sumado a cualquier numero impar da un numero par. 
(Indicacion: Si un numero es impar, entonces este numero mas tres 
es par.) 

Dos mas tres es impar. 

Si el resultado de sumar tres a dos mas tres es par, entonces ocho 
es par. 

Por tanto, ocho es par. 
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No estamos limitados a usar en una sola premisa de una demostracion 
un cuantificador universal. El ejemplo que sigue ilustra este punto. 

Para cada x, si x es un numero par, entonces x + 2 es par. 

Para cada x, si x es un numero par, entonces x no es un numero impar. 
Dos es un numero par. 

Por tanto, 2 + 2 no es un numero impar. 

Definiendo, Ex x es un numero par y Dx x es un numero im¬ 

par, se simboliza el razonamiento y se escribe una deduccion, 


(1) (Vx)(Ex - £(* + 2)) 

P 

(2) ( Vx)(Ex —* —i Dx) 

P 

(3) E2 

P 

(4) E2 ->• £(2 + 2) 

2/x 1 

(5) £(2 + 2) 

PP 3, 4 

(6) £(2 + 2) -» -i0(2 + 2) 

2 + 2/x 2 

(7) —i0(2 + 2) - 

PP 5, 6 


En este caso aparece un cuantificador universal en las lineas (1) y (2). En la 
linea (4) se aplica US a (1), poniendo «2» en vez de «x». En la linea (6) 
se aplica US a (2), pero en este caso resulta de la estructura del razona¬ 
miento que hay que poner «2 + 2» en vez de «x». 



Ejercicio 3 

A. Simbolizar los siguientes razonamientos utilizando simbolos logicos y los 
simbolos tipicos de la Aritmetica tales como +, >, <, etc., adecuada- 
mente. 

1. Para cada y, si y es menor que 9, entonces y es menor que 10. 

4 + 4 es menor que 9. 

Por tanto, 4 + 4 es menor que 10. 

2. Para cada x, si x es mayor que cuatro, entonces x es mayor que 
tres. 

Uno mas uno no es mayor que tres. 

Por tanto, uno mas uno no es mayor que cuatro. 


224 


PRIMER CURSO DE L6GICA MATEMATICA 


3. Para cada z, si z es igual a tres mas uno entonces z es igual a dos 
mas dos. v 

Ocho menos cuatro es igual a tres mas uno. 

Por tanto, ocho menos cuatro es igual a dos mas dos. 

4. Cada numero negativo es menor que cero. 

Dos no es menor que cero. 

Por tanto, dos no es un numero negativo. 

5. Para cada x, si x+l = l entonces x es menor que 1. 

0+1 = 1 . 

Por tanto, 0 es menor que 1. 

6. Cada numero divisible por dos es par. 

Cuatro es o impar o un numero divisible por dos. 

Cuatro no es impar. 

Por tanto, cuatro es par. 

7. Para cada y, si y es la suma de numeros pares entonces y es un 
numero par. 

Ocho es la suma de numeros pares. 

Doce es la suma de numeros pares. 

Por tanto, ocho y doce son ambos numeros pares. 

8. Para cada x, si x es igual a diez, entonces x es mayor que ocho. 
Cinco mas cinco es igual a diez o cinco mas tres es igual a diez. 
Cinco mas tres no es igual a diez. 

Por tanto, cinco mas cinco es mayor que ocho. 

9. Para cada x, no ocurre que x sea a la vez un numero positivo y 
x sea un numero negativo. 

Para cada x, si x es menor que 0, entonces x es un numero negativo. 
1 + 1 es un numero positivo. 

Por tanto, 1 + 1 no es menor que 0. 

10. Para cada x, si x es mayor que 2, entonces x + 2 es mayor que 2. 
Para cada x, si x+1 es mayor que 2, entonces x + 2 es mayor 
que 2. 

Por tanto, 2 + 2 es mayor que 2. 

11. Todas las aranas son aracnidos. 

Todos los aracnidos tienen ocho patas. 

Charlotte es una arana. 

Por tanto, Charlotte tiene ocho patas. 

12. Ningun triangulo congruente a ABC es equilatero. 

Solo los triangulos congruentes a ABC son congruentes a DEF. 

El triangulo GHI es equilatero. 

Por tanto, el triangulo GHI no es congruente a DEF 

B. Escribir una deduction completa para cada uno de los razonamientos 
del Ejercicio A. 
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C. Probar las siguientes conclusiones presentando una deduction completa a 
partir de las premisas. 

1. Demostrar: 2 + 0 > 1 

(1) (V*)(* = 2 -> *=1 + 1) 

(2) (V*)(*=l + 1 -» *>1) 

(3) 2 + 0 = 2 

2. Demostrar: —iA^3 

(1) (Vx)(Nx -♦ *<0) 

(2) —1(3 <0) 

3. Demostrar: Fa —> La 

(1) (Vx)(Fx -» -i Px) 

(2) (Vx)(Px V Lx) 

4. Demostrar: —i7V4 

(1) (V*)(*>0 <-> Px) 

(2) (Vx)(Px -> -i Nx) 

(3) 4>0 

5. Demostrar: 2x3?^0 

(1) (Vy)(Py V Ny — j-*0) 

(2) P(2x3) 

6. Demostrar: 5 — 5 = 0 

(1) (V*)(—i/ 5 * —+ (—iJV* —> x = 0)) 

(2) — iiV(5 — 5) 

(3) (V*)(*>0 «-» Px) 

(4) 5 —5>0 

7. Demostrar: 3<5 

(1) (V*)(*<4 & 4<5 -> x<5) 

(2) (Vz)(—4< —z <-> z<4) 

(3) 4<5 

(4) —4 < —3 

8. Demostrar: Sb & Pb —> —tC'b 

(1) (Vu)(Su & Ru —> —iCu) 

(2) (Vu)(Pu —» 




Suppes-Hill -15 
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9. Demostrar: 12 = 4x3 

(1) (Vjj)(12 = »x 3 <-> 3+l=t>) 

(2) (Vv)(v+l=A ^ 8—v = 5) 

(3) 8-3 = 5 

10. Demostrar: 3 -|- 4 <; 3 + 7 

(1) (Vx)(x<2 + 6 -> x<3 + 7) 

(2) (Vje)(je>2-1-5 V x<2 + 6) 

(3) 3 + 4>2 + 5 


En distintas premisas que utilizan cuantificadores no se esta obligado 
a utilizar siempre la misma variable. Supongase que se pone «x» como 
unica variable en la primera premisa. Cuando se escribe otra premisa que 
utiliza un cuantificador, se puede poner «x» otra vez o se puede tambien 
utilizar una variable distinta, por ejemplo «y». El ejemplo que sigue ilustra 
este punto, poniendo como antes «Ex» para «x es un numero par», «Ox» 
para «x es un numero impar» y «Px» para «x es un numero positivo». 

Demostrar: EA 

(1) (Vx)(x>0 -» Ex V Ox) 

(2) (Vx)(Px -> x>0 ) 

(3) PA 

(4) —104 


Este razonamiento se puede escribir tambien con la segunda premisa, expre- 
sada en la forma: 


(Vy)(Py - jv>o) 


pues se puede utilizar o «x» o «y» para indicar todos los numeros. Simbo- 
lizando la segunda premisa con «y», la deduccion es 


(1) (Vx)(x>0 -» Ex V Ox) P 

(2) (Vy)(Py -» y>0) P 

(3) PA P 

(4) —104 P 

(5) PA -> 4>0 A/y 2 


I 
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(6) 4>0 PP 3, 5 

(7) 4>0 -> E4 V 04 4/x 1 

(8) E4 V 04 PP 6, 7 

(9) E4 TP 4, 8 


Observese que se pone «4» en vez de «x» y mas tarde «4» en vez de 
«y». Se puede especificar cada termino en cualquier proposition universal. 

Ejercicio 4 

Simbolizar los razonamientos siguientes utilizando simbolos logicos y los 
simbolos tipicos de la Aritmetica. Despues escribir una deduction completa 
de la conclusion. 

1. Para cada y, y es par si y solo si y+1 es impar. 

Para cada x, si x es igual a 5+1 entonces x es par. 

5+1 no es impar. 

Por tanto, 5 no es igual a J+b 

2. Para todo x, si 12 = x + 4 o x = 5x3, entonces x no es par. 

Para cada y, y es par o y es impar. 

15 = 5X3. 

Por tanto, 15 es impar. 

3. Para todo z, si z es mayor que tres mas cuatro, entonces z es mayor 
que cero. 

Cada y es positivo si y solo si es mayor que cero. 

Tres mas cinco es mayor que tres mas cuatro. 

Por tanto, tres mas cinco es positivo. 

4. Cada alumno que ha hecho su trabajo entiende el problema. 

Juan es un alumno, pero no entiende el problema. 

Por tanto, Juan no ha hecho su trabajo. 

5. El que compuso la «Obertura 1812» murio en plena madurez. 
Scarlatti escribio para el clavicordio. 

Nadie a la vez fue buen musico y murio en plena madurez. 

Todos los que escribieron para el clavicordio fueron buenos mu- 
sicos. 

Por tanto, Scarlatti no compuso la «Obertura 1812». 

6. Para todo x, si el cuadrado de x es nueve y x es mayor que dos, 
entonces x es tres. 

Cada y seria menor que cuatro si cada vez que es mayor que dos es 
igual a tres. 

El cuadrado de uno mas dos es nueve. 

Por tanto, uno mas dos es menor que cuatro. 
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7. Cada u que es igual a tres mas cinco o es igual a diez mas dos es 
divisible por cuatro. 

Cada x que es divisible por cuatro o divisible por seis es par. 

Por tanto, si nueve menos uno es igual a tres mas cinco, entonces 
nueve menos uno es par. 

8. Cada x divisible por doce es divisible por cuatro. 

Cada y divisible por cuatro es par. 

O z es divisible por dos o no es par. 

Quince no es divisible por dos. 

Por tanto, quince no es divisible por doce. 

9. Cada numero es o menor que cinco o a la vez mayor que tres y 
positivo. 

Si un numero es mayor que cero, entonces si es menor que cinco es 
positivo. 

Cuatro es un numero mayor que cero. 

Por tanto, cuatro es positivo. 

10. Cada x es o mayor que cero o no es positivo. 

Ningun y que multiplicado por tres de menos seis es mayor que 
cero. 

Por tanto, si cuatro mas cinco es positivo, entonces 3X(44-5), no 
es igual a menos seis. 

• 6.2 Dos o mas cuantificadores 

No se pueden hacer muchas matematicas u otros razonamientos sistematicos 
utilizando solo un cuantificador con cada proposicion, pues en Matematicas 
siempre se trabaja con relaciones entre dos o mas objetos. Afortunadamente, 
es extremadamente sencillo extender todo lo que se ha hecho, incluyendo 
proposiciones que contengan mas de un cuantificador universal siempre que 
los cuantificadores se encuentren al principio de la proposicion. 

Como ejemplo, se considera el razonamiento: 

Para cada x e y, si x es mayor que y, entonces no ocurre 
que y sea mayor que x. 

Dos es mayor que uno. 

Por tanto, no ocurre que uno sea mayor que dos. 

Se puede simbolizar este razonamiento, 

Demostrar: —i(l >2) 

(1) (Vx)(Vy)(x>y — i(y > x)) 

( 2 ) 2 > 1 
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Observese que simplemente se ponen dos cuantificadores universales, uno 
utilizando la variable «x» y otro la variable «y» al principio de la segunda 
premisa. A cada una de estas variables se le puede aplicar la especificacion 
universal, y se sustituye «*» por « 2 » e «y» por « 1 ». Una deduccion completa 
tiene la forma: 

(1) (Vx)(Vy)(x>y —► ~i(y> *)) P 

(2) 2> 1 P 

( 3 ) 2 > 1 -> —i(l> 2 ) 2/x, l/y 1 

(4) —t(l>2) PP 2, 3 


Como segundo ejemplo, considerese el razonamiento: 

Para cada x e y, si x es igual a y, entonces y es igual a x. 
Uno mas uno es igual a dos. 

Por tanto, dos es igual a uno mas uno. 


Al simbolizar este razonamiento, se utiliza el signo de igualdad tipico, = 


Demostrar: 2 = 1 + 1 

( 1 ) (Vx)(Vy)(x=y -» y = x) 

( 2 ) 1 + 1=2 


Como en el primer ejemplo, se aplica la especificacion universal poniendo 
«1 + 1» en vez de «x» y «2» en vez de «y», de manera que la segunda pre¬ 
misa sirva de antecedente de la implication. Una vez hecha la sustitucion solo 
hay que aplicar el modus ponendo ponens para obtener la conclusion desea- 
da. La deduccion completa es 

(1) (V*)(Vy)(* = y —> y = x) P 

(2) 1 + 1=2 P 

(3) 1 + 1=2 -> 2=1 + 1 1 + 1/*, 2/y 1 

(4) 2=1 + 1 PP 2, 3 

Observese que «2 es igual a 1 + 1» y «2 es mayor que 1» son formulas 
atomicas, pero contienen dos terminos. Expresan alguna relacion matematica 
entre sus terminos. Hay tambien muchas relaciones no matematicas. «Isabel II 
es la madre del prmcipe Carlos» y «Booth mato a Lincoln» expresan relacio¬ 
nes. Tales relaciones son predicados dobles. 


Definiendo: 


Mxy <-► x es la madre de y 
e — Isabel II 
c =prmcipe Carlos, 
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la primera proposition se puede simbolizar: 

Mec o eMc. 

Analogamente, se puede simbolizar la segunda: 

Kbl. 

Cuando se utilizan equivalences como «Mxy x es madre de y », se 

expresa que siempre que se tenga «es madre de» en castellano se utilizara 
el simbolo .M», y siempre que se tenga «M» entre los simbolos, significara 
«es madre de» en el lenguaje corriente. «x» e «y» se utilizan para indicar que 
«es madre de» y «M» son predicados dobles, que requieren dos terminos. 
Los terminos «c» y «e» no se usan al dar la traduction de «es madre de» 
puesto que la traduction de cada termino y de cada predicado ha de hacerse 
separadamente para conservar la claridad. Por separado se dan las traduc- 
ciones de «Isabel», «Carlos», y «es madre de», pero no la de «Isabel es 
madre de Carlos» conjuntamente. 

Frecuentemente, parece mejor escribir «xMy» en vez de «Mxy». Ambos 
son aceptables. 

No basta contar el numero de terminos para decidir si una proposition 
en lenguaje usual se ha de simbolizar utilizando predicados simples o dobles. 

Por ejemplo, 


significa: 


Wilbur y Oscar son hombres, 

Wilbur es un hombre y Oscar es un hombre. 


Definiendo: 

Mx x es un hombre 

w = Wilbur 
o — Oscar, 


se obtiene en simbolos: 


Mw & Mo. 


Consideremos: 


Wilbur y Oscar son hermanos. 


Esto no significa: 


Wilbur es un hermano y Oscar es un hermano, 
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sino: 


Definiendo, 


Wilbur es el hermano de Oscar. 

Bxy <-> x es hermano de y 
w =Wilbur 
o = Oscar, 


se obtiene en simbolos: 


Bwo. 


Como otro ejemplo, simbolicemos. 


Si Francisca es la esposa de Francisco, entonces Fran¬ 
cisco es un hombre. 


Definiendo: 

Wxy <-> x es la esposa de y 
Mx <-> x es un hombre 
e= Francisco 
/=Francisca, 


se obtiene en simbolos: 


Wei 


Mi. 


El ejemplo que sigue requiere cuantificadores. 

Cada hombre es mas viejo que cada muchacho. 

Definiendo: 

Mx <-* x es un hombre 
Bx ^ x es un muchacho 
Oxy <-> x es mas viejo que y, 

entonces la proposicion se simboliza 

(Vx)(Vy)(Mx & By —» Oxy). 


Ejercicio 5 


A. Traducir en simbolos logicos: 
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1 . Jose molesta a Francisco. 

2 . El. Sr. Garcia visita la Biblioteca Nacional. 

3. Si Pedro visita a Juan, entonces Luisa visita a Maria. 

4 . Todos los objetos se atraen entre si. 

5. Cada aguila es mayor que cada colibri. 

6 . Los hermanos algunas veces rinen entre si. 

7 . Cada muchacho que desee jugar a pelota, primero la ha de botar. 

8 . Luisa ayuda a Maria y es ayudada por Juana. 

9. Los pajaros tienen miedo a los gatos. 

10 . Cada nacion que teme a otra se prepara para luchar con ella. 

B. Traducir los siguientes razonamientos en simbolos logicos y dar una de- 
duccion de la conclusion a partir de las premisas. 

1 . Cada cosa en esta leccion es una parte de la Logica. 

Cada persona que puede resolver problemas en una parte de la 
Logica es un genio. 

Carolina es una persona que puede resolver problemas sobre la pri- 
mera deduccion y esta en esta leccion. 

Por tanto, Carolina es un genio. 

2 . Mangostas pueden matar a las cobras. 

Montgomery no puede matar a Charlie. 

Por tanto, si Charlie es una cobra entonces Montgomery no es una 
mangosta. 

3. Todo aquel que quiera a Jorge escogera a Pedro para su partido. 
Pedro no es amigo de nadie que sea amigo de Juan. 

Luis no escogera a nadie que no sea amigo de Carlos para su par¬ 
tido. 

Por tanto, si Carlos es amigo de Juan, entonces Luis no quiere a 
Jorge. 

4. Solo un tonto alimentaria a un oso salvaje. 

Cristina alimenta a Nicolas, pero no es tonta. 

Por tanto, Nicolas no es un oso salvaje. 

C. Deducir las conclusiones requeridas de las premisas dadas. Se define: 
Ex <-> * es par, Ox <-> * es impar, Px +-> x es positivo, Nx «-* * 

es negativo, Dx <-> x es divisible por dos. 

1. Demostrar: 5 4-3 = 3-1-5 

(1) (Vx)(Vy)(x+jy=;y + x) 

2. Demostrar: (4 + 3 ) + 3>6 + 3 

(1) (V*)(V;y)(.f>j/ —> x + 3>y + 3) 

(2) 4 + 3> 6 - 



ESPECIFICACI6N UNIVERSAL Y LEYES DE IDENTIDAD 233 


3. Demostrar: 3/4 < 1 

(1) (Vit;)(Vz)(w>z —> z/w < 1) 

(2) 4>3 

4. Demostrar: £(3-8)* 

(1) (V*)(Vy)(£* -» E(x-y)) 

(2) (V«)(V»)(£(«.p) «-» £(»•«)) 

(3) £8 

5. Demostrar: — 4 .(— 4 ) 2 < —4 

(1) (V*)(Vy)(*< — 1 & 7>1 —» x-y<x) 

(2) (Vz)(z< — 1 -> z 2 >l) 

(3) —4 < — 1 

6 . Demostrar: 6-2/3 <6 

(1) (Vu)(Vv)(u-v< 0 <-> «<») 

(2) (V w )(Vz)(w< 1 & w>0 -> z-w<z) 

(3) 2/3— 1 <0 & 2/3>0 

7. Demostrar: £(5 + 7) 

( 1 ) (Vy)(Vz)(Oy & Oz -» £(> + *)) 

(2) (Vx)(Ox <-> ~\Dx) 

(3) (Vw)(Ow V £w) 

(4) —iZ)7 & —1£5 

8. Demostrar: 5 +1/4 >5 

(1) (Vx)(Vy)(Px & Py & x<l -> y + x>y) 

(2) (V*)(Vy)((£y & £*) V -i(7 + x>* V 7 + *>:v)) 

(3) 1/4 <1 

(4) l/4 + 5>5 

9. Demostrar: P5 —♦ (P( —3) <-> P(5-— 3)) 

(1) (Vz)(Vy)(Pz & Py -» *V7)) * 

(2) (Vy)(V«j)(£y & -i£w —> -i£(>>-w)) 

10. Demostrar: P7 

(1) (Vx)(Vy)(x>0 & 7 <0 -> Nx/y) 

(2) (V«)(Vo)((a<0 -> AW«) -> Pv ) 

(3) 7>0 


No esta limitado el uso a solo a dos cuantificadores. Se pueden intro- 
ducir tantos cuantificadores como sea necesario para simbolizar de manera 


* El signo • se usa frecuentemente para la multiplicacion. 
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adecuada las proposiciones enunciadas en el lenguaje usual. Los ejemplos que 
siguei}, ilustran este punto. 

Para cada x } y y z, si x es mayor que y e y es mayor 
que Zj entonces x es mayor que z. 

Dos es mayor que uno. 

Tres es mayor que dos. 

Por tanto, tres es mayor que uno. 

Se introducen tres cuantificadores para las variables «x», «y» y «z» para 
simbolizar la primera premisa. El razonamiento completo se simboliza como 
sigue: 

Demostrar: 3 > 1 

(1) (V*)(Vy)(Vz)(x >y & y>z -> x>z) 

( 2 ) 2 > 1 

(3) 3>2 


En este caso, es necesaria alguna consideration para precisar las sustituciones 
que se han de hacer en vez de «x», de «y» y de «z» por especificacion uni¬ 
versal. La cuestion estriba en decidir como se pueden utilizar las dos premi- 
sas adicionales para formar el antecedente de una condicional que tenga la 
conclusion como consecuente. En el caso presente la clave del asunto es que 
se desea sustituir la variable «y» por un numero que ha de ser a la vez 
mayor que un numero y menor que otro numero. Mirando las dos otras pre- 
misas se ve que este numero ha de ser «2». El resto de la sustitucion es 
entonces claro. Tres es mayor que dos y dos es mayor que uno, por tanto se 
sustituye «x» por «3» y «z» por «1». La deduccion completa es: 


(1) (V*)(Vy)(Vz)(*>, 

& y>z x>z) P 

(2) 2> I 

P 

(3) 3>2 

P 

(4) 3>2 & 2>1 - 

-> 3> 1 3/x, 2/y, \/z 1 

(5) 3>2 & 2> 1 

A 2, 3 

(6) 3> I 

PP 4, 5 


Ejercicio 6 


A. Traducir los siguientes razonamientos a simbolos logicos y dar una 
deduccion de la conclusion a partir de las premisas. 
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1. La hermana de la madre de cada muchacho es su tia. 

Juan es un muchacho y Marta es la hermana de Helena. 

Todos los tios de Juan le mandan regalo de cumpleanos. 

Por tanto, si Helena es la madre de Juan, Marta le manda regalo 
de cumpleanos. 

2. Los coroneles tienen graduacion superior a la de los sargentos y los 
sargentos tienen mayor graduacion que los soldados. 

Todo aquel que tiene menos graduacion que otro tiene que recibir 
ordenes de el. 

Todo aquel que tiene mas graduacion que otro que a su vez tiene 
mas graduacion que un tercero, tiene mas graduacion que el ter- 
cero. 

Lopez es un coronel. Perez es un sargento y Gomez es un soldado, 
Por tanto, Gomez ha de recibir ordenes de Lopez. 

3. Para cada x e y si x es mayor que y, y no es mayor que x. 

Por tanto, uno no es mayor que uno. 

(Indicacion: Intentar una demostracion indirecta.) 

4. Para cada x e y, x es igual o mayor que y o y es igual o mayor 
que x. 

Por tanto, uno es igual o mayor que uno. 

B. Deducir la conclusion de las premisas dadas presentando una demostra¬ 
cion completa en la forma tipica. 

1. Demostrar: 4 = 2 + 2 

(1) (V*)(Y y)(Vz)(x=y & y = z -» x = z) 

(2) 4 = 2 2 

(3) 2 2 = 2 + 2 

2. Demostrar: 2 1 

(1) (V*)(Y y){Vz){x=y & *>* -» y>z) 

(2) —.(1 > 1) 

(3) 2> 1 

3. Demostrar. 2=1 + 1 

(1) (V*)(Vy)(Vz)[*=y+1 V (x=y & y = z+1)] 

(2) 2^1 V 1^0+1 


C. De las siguientes premisas (1) a (4), deducir cada una de las conclusiones 
escritas debajo. 
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(1) (V*)(Vy)(V z) (xQy & yQz 

(2) (Vx)(*y)(xQy V yQx) 

(3) (Vx)(Vy)(xIy <-> xOy & 

(4) (Vx)(Vy)(xPy <-> 






Las conclusiones son 

(tf,) (Indication: se hara uso de (3) y (2)). 

(b) aPb -> -i bPa. 

(c) aPb & bUc -* aQc. 


• 6.3 Logica de la identidad 

En castellano se pone con frecuencia alguna forma del verbo «ser» (como 
«es», «era», «son», «eran») entre dos terminos para indicar que nombran 
o se refieren a una misma cosa. Por ejemplo, 

(1) Isabel II es la reina de Inglaterra. 


Esto significa 


(2) «Isabel II» nombra o indica la misma cosa que «la 
reina de Inglaterra». 

(3) Isabel II es lo mismo que la reina de Inglaterra. 

(4) Isabel II es identica a la reina de Inglaterra. 


Definiendo: 

e — Isabel II 

# = la reina de Inglaterra: 
se puede simbolizar en la forma: 


e=q. 

El signo igual, =, se denomina tambien «signo de identidad». 

Sin embargo, el verbo «ser» se utiliza tambien en otro sentido. Las 
dos proposiciones que siguen tienen el mismo aspecto que (1); sin em- 
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bargo, no se pueden enunciar en formas analogas a la (2), (3) o (4): 

(5) Isabel II es una mujer. 

(6) Las mujeres son personas. 

Seria incorrecto enunciarlas en la forma: 

(7) «Isabel II» nombra o indica la misma cosa que «una 
mujer». 

(8) Mujeres son identicas a personas. 

Para decidir cuando una proposicion puede traducirse utilizando el signo de 
identidad es necesario precisar lo que significa. Frecuentemente ayuda a 
ello al' intentar ponerlas en la forma de (2), (3) o (4) y decidir si lo que 
resulta significa lo mismo. 

Hay que recordar que el signo de identidad se coloca solo entre terminos 
que han de ser nombres de una y la misma cosa. Dos cosas distintas no son 
una misma cosa. Asi, dos lapices nuevos de la misma caja, aunque tengan 
una apariencia tan igual que no se distingan, son sin embargo lapices distin- 
tos —no son identicos—. Seria falso decir «primer lapiz = segundo lapiz»; 
decir que son iguales o identicos significa que son el mismo lapiz, no que 
son tan analogos que no se distinguen. El signo — no se coloca entre dos 
cosas, sino entre dos simbolos de expresiones, y lo que significa es que las 
dos expresiones se refieren a una misma cosa. Asi se puede decir 

George Washington = el primer presidente de los Estados 
Unidos. 

La idea es simple. Pero en el lenguaje usual son frecuentes las confusiones, 
pues se usan las palabras «igual» o «identico» de forma no estrictamente 
exacta («Estos lapices son identicos») y no de acuerdo con el sentido mate- 
matico y logico preciso. 


Ejercicio 7 

A. Traducir las siguientes proposiciones utilizando el signo de identidad 
cuando sea apropiado. 

1. El 4 de julio es el Dia de la Independencia. 

2. Sir Francis Drake era un corsario. 

3. Los gatos son felinos. 
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4. Un quinto es el veinte por ciento. 

5. Benjamin franklin fue un impresor. 

6. Franklin fue el autor de Poor Richard’s Almanac. 

7. Monterrey no es la capital de California. 

8. No todo caballo es buen corredor. 

9. Si Mario es un fotografo, entonces es el chico del que oi hablar. 

10. Si x es tres, entonces no es igual a y. 

La identidad juega un papel importante en Logica matematica. Estu- 
diese el ejemplo siguiente. 

Ejemplo a. 

(1) 2> 1 P 

( 2 ) 2 = 4-+1 P 

(3) 1 + 1 > 1 

La linea (3) se obtiene de la linea (1) sustituyendo «2» por «1 + 1». Esto 
se justifica por medio de la «regia de identidades», pues la linea (2) dice que 
«2» y «1 + 1» son nombres para la misma cosa. 

Un ejemplo que contiene variables es el siguiente: 

Ejemplo b. 

(1) (V*)(Vy)(*>y —> *+l>y) P 

(2) 1>0 P 

(3) 2=1 + 1 P 

(4) 1 >0 -> 1 + 1 >0 1A, 0/y 1 

(5) 1 + 1 > 0 PP 2, 4 

(6) 2>0 I 3, 5 

Observese la aplicacion de la regia de identidades para obtener (6) de (3) y 
(5). Se expresa abreviadamente esta regia por I. Observese tambien como 
se ha usado la regia de identidades. Despues de especificar «1» para la «x» 
y «0» para la «y», se obtiene por ponendo ponens 

1 + 1 > 0 . 

Se utiliza despues, inmediatamente, la regia de sustitucion de identidades, 
sustituyendo «1 + 1» por «2» para obtener la conclusion 


2 > 0 . 
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Demos ahora el siguiente enunciado de la «regia de identidades»: 

Se supone que S es una formula que contiene el termino 
c, si se transforma S en R sustituyendo una o mas veces 
en que aparece la c en S por la d, entonces de S y la 
identidad c = d se puede concluir R.. 

Observese como se aplica esta regia a los ejemplos a y b. En el ejem- 
plo a, la linea (1) «2 > 1» corresponde a S, la linea (2) «2=1 + 1» es la 
identidad, y la conclusion linea (3) «1 + 1 > 1» es igual que (1) con la ex- 
cepcion de que en (3) se sustituye «2» por «1 + 1». Asf (3) corresponde 
a R y es consecuencia logica de (1) y (2) por la regia de identidades. Esta 
regia ha sido aplicada con cierta extension por todos los que han estudiado 
algo de matematicas. Lo que se ha hecho aqui es encuadrarla como parte 
formal de la Logica. 

El uso de la regia en un ejemplo no matematico que contiene una prue- 
ba indirecta es el siguiente: 

Ejemplo: 

El agente que encontro la carta estaba en el apartamento. 

Ahora si alguien estaba en el apartamento estaba en la 
ciudad. Si alguien estaba en Mejico no estaba en la ciudad. 

En efecto, Higinio estaba en Mejico. Por tanto, Higinio 
no es el agente que encontro la carta. 


(I) Ac 

P 

(2) (y x ){Ax -► Tx) 

P 

(3) ( Vx)(Mx -► -i7*) 

P 

(4) Mh 

P 

(5) Mh -> -i Th 

h/x 3 

(6) -i Th 

PP 4, 5 

(7) Ah — Th 

h/x 2 

(8) -i Ah 

TT 6, 7 

(9) h^c 

P 

(10) -i Ac 

I 8, 9 

(11) Ac & -i Ac 

A 1, 10 

(12) hj^c 

RAA 9, 11 

Ejercicio 8 



A. Simbolizar los siguientes razonamientos y demostrar que la inferencia 
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es valida deduciendo las conclusiones. 

1. Todos los numeros positivos son mayores que cero. 

Tres es un numero positivo. 

Tres es igual a dos mas uno. 

Por tanto, dos mas uno es mayor que cero. 

2. Todos los miembros del comite viven en esta ciudad. 

El presidente de la sociedad es un miembro del comite. 

La Srta. Lopez es la presidente de la sociedad. 

Por tanto, la Srta. Lopez vive en esta ciudad. 

3. Eduardo podia haber visto el coche del asesino. 

Ramsey fue el primer testigo de la defensa. 

O Eduardo estaba en la fiesta o Ramsey dio testimonio falso. 

En efecto, nadie en la fiesta pudo haber visto el coche del asesino. 
Por tanto, el primer testigo de la defensa dio testimonio falso. 

4. Samuel Clemens era capitan de barco fluvial. 

Ningun capitan de barco fluvial ignora ninguna senal de peligro. 

Mark Twain escribio sobre las cosas que el no ignoraba. 

Mark Twain era Samuel Clemens. 

Por tanto, si las luces en los puentes son senales de peligro, enton- 
ces Mark Twain escribio sobre ellas. 

B. Deducir las siguientes conclusiones de las premisas dadas, dando una 
demostracion formal completa en la forma tfpica. 

1. Deducir: a^b 

(1) (V,)(7> - Bx) 

(2) -i Ba 

(3) Tb 

2. Deducir: 2 2 + 1 > 2 2 

(1) 4 = 2 2 

(2) 4 = 4 

(3) (Vx)(Vy)( x =y —> x+l>y) 

3. Deducir: 2 + 3 = 5 

(1) (Vx)(Vy)(x+y=y + x) 

(2) 3 + 2 = 5 

4. Deducir: 3 2 ^6 

(1) (Vx)(x<7 -> x <8) 

(2) i(3 2 < 8) 

(3) 6<7 
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5. Deducir: —1(3 2 = 6) 

(1) (V*)(x>7 —> i(jc=6)) 

(2) 3 2 = 9 

(3) 9>7 

6. Deducir: E3 6 

(1) ( Vz)(z 2 = z-z ) 

(2) (Vx)(Vy)(Ex -» £(*?)) 

(3) E6 

(4) 6 2 = 36 

7. Deducir: 4 + 35^3-2 

(1) (V*) (Vy) (* + 3 =y + 2 -» x+l =y) 

(2) 4+15*4 

(3) 3-2 = 4 +2 

8. Deducir: 3 + 2 = 5 

(1) (Vx)(Vy)(Vz)(x—y = z <-> y + z = x) 

(2) 5-3=1+ 1 

(3) 1 + 1=2 

9. Deducir: 0 (25) 

(1) (Vu)(Vv)(Vw)(u + ii=u + w —» v—w ) 

(2) 4 + 5 2 = 29 

(3) (V*)(Vy)(; f 2 = y (Ox -* Oy )) 

(4) 4 + 25 = 29 

(5) 0 (5) 

10. Deducir: 4> -4 

(1) (Vx)(Vy)(Vz)(x>y & y>z -> x>z) 

(2) 4>2+ 1 

(3) ( Vw)(Vz)(Pw & Nz -► w>z) 

(4) PZ & N(- 4) 

(5) 2+1=3 

11. Deducir: 3-7 = 21 

(1) (Vx)(Vy)(V 2 )(.r(jy + z) = (*-.)') + (x'z)) 

(2) 3-5=15 

(3) 3-2 = 6 

(4) 2 + 5=7 

(5) 6+15 = 21 


Suppes-Hill -16 
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• 6.4 Certezas iogicas 

Una certeza logica es una formula que es cierta independiente de la certeza 
o falsedad de hecho de cada premisa particular. Las tautologias son ejemplos 
de certeza Iogicas, pues son siempre ciertas en virtud de su forma. Otros 
ejemplos son afirmaciones de la forma siguiente: 


1 = 1 


x = x 

Lincoln = Lincoln 
3 + 4 = 34-4 

la estrella vespertina = la estrella vespertina. 


Es una certeza logica el que cada cosa es igual a si misma. 

La regia de certezas Iogicas (L) permite hacer uso de certezas Iogicas 
en las demostraciones formales, su enunciado es: 

Una certeza logica puede ser introducida en cualquier mo- 
mento en una deduccion. 

No depende de las premisas. 

Anadir una certeza logica en una demostracion no es, pues, anadir una pre¬ 
misa, y esta justificado por la regia L. 

La necesidad de la regia de certezas Iogicas se ve en el siguiente ejemplo: 

Demostrar: 24-l = (l4-l)4-l 
(1) 2 = 14-1. 


Ciertamente, parece que la conclusion es consecuencia de la premisa, y la 
regia para certezas Iogicas permite demostrar la conclusion. 

(1) 2=14-1 P 

(2) 2+1=24-1 L 

(3) 2+ 1 = (1 + 1) + 1 I 2, 1 

La linea (2) es una certeza logica que se ha construido seleccionando el 
primer miembro de la conclusion deseada y estableciendo que es igual a si 
mismo. Observese tambien como se ha utilizado la regia de identidades. Aqui 
la linea (2) corresponde a S de la regia, el primer miembro «2» es c y «1 +1» 
es d. Asi (1) corresponde a c — d y R, la conclusion, se obtiene poniendo 
«1 + 1» en vez del segundo miembro «2» en la linea (2). 
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La regia L tambien se puede utilizar en Logica proposicional. Estudiese 
esta demostracion: 


(1) P —► Q 

(2) —iP —> R 

(3) PVnP 

(4) Q V R 


P 

P 

L 

DS 3, 1, 2 


En la pagina 172 se demostro que P V ”iP es una certeza logica. Sin la re¬ 
gia L este razonamiento requeriria una demostracion indirecta de nueve lf- 
neas. Ya se ha hecho notar que las tautologias son certezas de logica. Se 
pueden deducir como conclusiones no dependientes de las premisas, de la 
misma manera que se pueden construir utilizando tablas de certeza. Consi- 
derese la tautologia, (P —* —iP) —+ —iP 


.Demostracion 

(1) p — -ip p 

(2) P P 

(3) ^P pp 1. 2 

(4) P & —iP A 2, 3 

(5) -iP RAA 2, 4 

(6) (P -iP) -» iP CP 1, 5 


Ejercicio 9 

A. Deducir cada conclusion de las premisas dadas: 

1. Deducir: 3 + 1 = (2 + 1) + 1 
(1) 3 = 2+1 

2. Deducir: 4 = 2 + 2 
(1) 2 + 2 = 4 

3. Deducir: (2-3)-5 = 30 

(1) 2-3 = 6 

(2) 6-5 = 30 

4. Deducir: (2-7)-15 =14 (3-5) 

(1) 2-7=14 

(2) 3-5 = 15 
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5. Deducir: 2 ; (3 + 4) = (2-3) + (2-4) 

(1) 3 + 4=7 

(2) 2-7=14 

(3) 6 + 8=14 

(4) 2-3 = 6 

(5) 2-4 = 8 

6. Deducir: 8 + (5 — 2) = (2-3) + 5 

(1) ( Vw)(Vz)(w + z = z + w ) 

( 2 ) 3 + 8=11 

(3) 5-2 = 3 

(4) 2-3 = 6 

(5) 5 + 6=11 

7. Deducir: (1 + 0) + 1 = 2 

(1) (Vat) (x + 0 = x) 

( 2 ) 1 + 1=2 

8. Deducir: 2+ (2+1) = 5 

(1) (Vx) (Vy) (x+y=y + x) 

(2) 3 = 2+1 

(3) 3 + 2 = 5 

9. Deducir: 2-(5-7) = 70 

(1) (Vx)(Vy)(x-y=y-x) 

(2) 5-7 = 35 

(3) 35-2 = 70 

10. Deducir: 13-(1+2) = 2-5 -> 10 = 4 + 6 

(1) 13-3=10 

(2) 2-(2 + 3) = 4 + 6 

(3) 1+2 = 3 

(4) 2 + 3 = 5 


B. Dar deducciones de las siguientes tautologias. 

1. P V Q-* (R & Q) V (P V Q) 

2. P & (Q V R) ->(P & Q) V (P & R) 

3. [P —+ (Q —> R)] -♦ [P & Q -* R] 

4. P&Q^nPVQ 

5. —1(—iP -> —iQ) -> -iP & Q 

6. (P <-> Q) (—iP <-> — iQ) 
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Examen de repaso 

I. Traducir en simbolos logicos: 

a. Carlota pasea en coche con Ana. 

b. Ningun hombre puede correr veinte millas por hora. 

c. Beethoven es el compositor de «Fidelio». 

d. Democratas no estan de acuerdo con republicanos. 

e. Thomas Jefferson es el autor de la Declaration de Independencia. 

f. El abogado del Estado representa al gobierno en los casos ante los 
tribunales civiles. 

g. Todas las tortugas son reptiles. 

h. Audubon fue un naturalista ameiicano famoso por sus estudios sobre 
los pajaros. 

II. Colocar los parentesis necesarios para que sean correctas las identi- 
dades. 

a. 2 X 5 — 3 = 7 

b. 3x4 + 5 = 27 

c. 4 + 5 2 = 29 

d. 4 + 5 2 = 81 

e. 24-6-2 = 2 

f. 24-J-6 —2 = 6 

III. Traducir los siguientes razonamientos en simbolos logicos. Despues 
deducir las conclusiones de las premisas. 

a. Cada miembro de nuestra clase o trabaja en la funcion o en la pre¬ 
paration de esta. 

Los que trabajan en la funcion estan ensayando. 

Los que trabajan en la preparation de esta estan pintando las deco- 
raciones. 

Por tanto, si Pablo es un miembro de nuestra clase, entonces Pablo 
o esta ensayando o esta pintando las decoraciones. 

b. Cada chico es mas joven que su padre. 

Carlos es un chico que no es mas joven que Francisco. 

Todo el que este casado con Virginia es el padre de Carlos. 

Por tanto, Francisco no esta casado con Virginia. 

c. Cada nina de la familia Ron esta en el cuadro de honor. 

Luisa es una nina de la familia Ron. 

El que recibio el premio de poesfa no estaba en el cuadro de honor. 
Por tanto, Luisa no recibio el premio de poesfa. 



246 


PRIMER CURSO DE L6GICA MATEMATICA 


IV. Deducir las conclusiones requeridas. 

a. Demostrar: —1 Ra V Pb 

(1) (Vx)(Rx Sx) 

(2) —uSa 

b. Demostrar: V25<0 V V25>0 

(1) (V*)(*<0 «-► Nx) 

(2) (Va:)(a:>0 <-» Px) 

(3) Pi's/' 25) V N(V 25) 

c. Demostrar: 3+5>2+2 

(1) (Vx)(x>5 V x<l) 

(2) 3 + 5<7 

(3) (Vy)(y>5 — ^>2 + 2) 

d. Demostrar: A/ca —> Pec 

(1) (Vx)(Vy)(—iMxy V Ayx) 

(2) Ba 

(3) (Vu)(Vz)(Szc — (#z — Puc)) 

e. Demostrar: 3 + 4 > 3 

(1) (Vx)(Vy)(x>> + 3 -> x>y) 

(2) (Vz)(V«)(m —3<z —* 3 + z>«) 

(3) (3 + 3) —3<4 

f- Demostrar: 5 + 2 = 2 +(2+ 3) 

(1) (V;r)(Vy )(*+>=.? + *) 

(2) 2 + 3 = 5 

g. Demostrar: 5 — 4= l —> 6-(5 — 4)=6 

(1) (¥*)(*•! =*) 




CAPITULO 7 

UN SISTEMA MATEMATICO 
SIMPLE: AXIOMAS DE LA ADICION 

• 7.1 Axioma de la pro pie dad conmutativa 

En el presente capitulo se muestra como la Logica que hemos aprendido 
hasta aqui puede aplicarse para desarrollar, de manera logica, un sistema 
matematico simple. Las conclusiones numericas que se deducen son elemen- 
tales y de uso cuotidiano. Las premisas que se establecen son tambien fami- 
liares, aunque su importancia fundamental puede que no se haya percibido 
con toda claridad. Lo notable e interesante es el gran numero de conclusiones 
que se pueden deducir de muy pocas premisas fundamentales. 

En Matematicas, las premisas que se utilizan una y otra vez debido 
a su caracter basico y universal se denominan axiomas . Esta seccion empieza 
con el axioma de la propiedad conmutativa o axioma de conmutatividad para 
la adicion. El axioma dice que no importa el orden en que se sumen los 
numeros. Su forma es: 


(Vx) (Vjy) (x +y =y + *) ■ 


Por especificacion universal se obtienen expresiones familiares como 


0 + 2 = 2+0 
1 + 2 = 2+1 
3+1=1+3 

(2 X 3) + (1 + 4) = (1 + 4) + (2 X 3) 


Con la propiedad conmutativa como unica premisa, dificilmente es posible 
deducir algo interesante. Pero se introduciran algunas premisas adicionales 
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como definiciones. En particular, se definen los numeros arabigos conocidos 
«2», «3», «4» y «5», a partir del «1». 

Definiciones: 

2=1 + 1 

3 = 2+1 

4 = 3+1 

5 = 4+1 


Cada numero natural se obtiene, pues, anadiendo uno al anterior. Puesto que 
se ha de discutir la adicion, es interesante precisar sobre los distintos modos 
de hablar sobre sumas. Considerese 

a + b. 

Aqui se entiende que se parte de a y se le anade b. Se puede llamar «la suma 
de a y b» y «b sumado a a» o «a mas b». Esta variedad de expresiones pueden 
utilizarse al leer sumas complejas. Por ejemplo, «(x + y) + z» se puede leer 
«Z sumado a la suma de x e y». 

Las cuatro definiciones de los numeros y el axioma de conmutatividad 
de la adicion proporcionan un total de cinco premisas con las que se trabajara. 
Se pueden ahora demostrar algunas cosas muy simples. Cada conclusion que 
se demuestre se denominara un teorema. Esta es la forma tipica como se 
emplea la palabra teorema en Matematicas. Cada teorema que se demuestre 
en este capitulo o que se proponga como ejercicio es una consecuencia logica 
del axioma y de las definiciones introducidas. Es decir, cada teorema o con 
elusion demostrada sera consecuencia logica de los axiomas y definiciones 
dados como premisas. En cada deduccion en este capitulo se utilizaran las 
mismas premisas. Por tanto, no es preciso escribir todas las premisas para 
cada ejemplo. Simplemento se hara referencia a las premisas (axiomas y defi¬ 
niciones) nombrando cada una que se utilice. La demostracion del Teorema I 
ayudara a poner en claro esta manera de proceder. 

Teorema 1. 3=1 + 2 

Demostracion 

(1) 3 = 2+1 

(2) . 2+ 1 = 1 + 2 

(3) 3=1+2 


Def.de 3 

2/x, l/y, Conm. Ax. 
I 1, 2 
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Observese que en la demostracion del Teorema I no se escriben todas 
las premisas, pero se hace referenda a ellas nombrandolas. Se empieza en 
la lfnea (1) con una de las premisas, la definicion de «3». En la llnea (2) 
se utiliza otra premisa, el axioma de conmutatividad de la adicion, y se 
aplica la especificacion universal. La justificacion de este paso se indica por 
«2/x, 1/y, Conm. Ax.». 

La razon de este cambio de estilo es que, puesto que en cada deduccion 
se utilizan las mismas premisas, no es necesario ponerlas como lineas en la 
deduccion. Evidentemente, en cada razonamiento no se usan todos los axio- 
mas fundamentales y definiciones. Se nombraran solo las premisas que se 
hayan utilizado. La abreviatura de «axioma de la propiedad conmutativa» 
sera «Conm. Ax.», y para las definiciones se escribira «Def. de 2», «Def. 
de 3», etc. 

A lo largo de este capttulo, los axiomas fundamentales y cada definicion 
que se haya introducido se pueden utilizar como premisas. Ademas, despues 
de demostrado un teorema se puede utilizar tambien este teorema en de- 
mostraciones futuras. A menudo se puede utilizar un teorema <?ya demos- 
trado» en la deduccion de otro. Esto se puede hacer puesto que se ha probado 
que el teorema se deduce logicamente de las premisas y se puede utilizar 
de la misma manera que se puede utilizar cualquier lfnea en una deduc¬ 
cion para dar un paso posterior. Cuando un teorema ya deducido se utiliza 
en este sentido, se justifica el paso dado, haciendo referencia al teorema 
correspondiente, teorema 2, teorema 5, etc. Los teoremas se abreviaran de la 
forma siguiente: Teorema 1 se abrevia «T. 1», etc. 


Teorema 2. 4=1+(1+2) 


Demostracion 


(1) 4 = 3+1 

(2) 3+ 1 = 1 +3 

(3) 4=1+3 

(4) 4=1+ (1+2) 


Def. de 4 

3/x, 1/y, Conm. Ax. 
I 1, 2 
13, T. 1 


Observese que en la demostracion del Teorema 2, se obtiene la lfnea (4) de 
la lfnea (3) y el Teorema 1 por la regia de identidades. El parentesis que 
encierra «l+2» se ha de anadir a la lfnea (4) para poner de manifiesto el 
punto exacto en el que se aplica la sustitucion de expresiones identicas. 

Frecuentemente, la regia de certezas logicas (regia L) sera util, en espe¬ 
cial si las expresiones a ambos lados del signo de identidad contienen mas 
de un entero. Considerese el siguiente 
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Teorema 3. (1 + 1) + (1+2) = 2 + 3 
Demostracion 

(1) (1 + 1) + (1 +2) = (1 + 1) + (1 + 2) 

( 2 ) 2=1 + 1 

(3) (1 + 1) + (1 +2) = 2 + (l + 2) 

(4) 1 +2 = 2+ 1 

(5) 1+2 = 3 

(6) (1 + 1) + (1 +2) = 2 + 3 


L 

Def. de 2 
I 1, 2 

1 /x, 2/y, Conm. Ax. 
I 4, Def. de 3 
I 3, 5 


Ejercicio 1 


A. Demostrar los siguientes teoremas. 


Teorema 4. 
Teorema 5. 
Teorema 6. 
Teorema 7. 
Teorema 8. 
Teorema 9. 


3= 1 + (1 + 1) 

5 = 1 + (1 + (1 + 2 )) 

4 = (1 + 2) + 1 

5 = 1 + (( 2 + 1 )+ 1 ) 

2 +(1+3) = 4 + 2 
((l+2)+l)+2 = (l + l)+4 


B. Estos axiomas, definiciones y teoremas para la adicion pueden tambien 
ser utilizados para demostrar conclusiones deducidas de premisas particulares 
dadas. 


1. Demostrar: 4>3 

( 1 ) (1 + 2 ) + 1 > (1 + 2 ) 

2. Demostrar: *>1 + 1 

( 1 ) x>2 —► x= (1 + 2 )+ 1 

(2) *5*4 

3. Demostrar: *> (1 + 2) + 1 

(1) * = 5 

(2) *>4 & *<6 *=! + (! +(1+2)) 


4. Demostrar: 3>2 
(1) (Vjt)(jt+ 1 >jt) 
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5. Demostrar: 5>2 

(1) (V*)(Vy)(y>0 — x+y>x) 

(2) 3>0 

(3) 3 + 2 = 4+ 1 

C. La adicion es una operacion binaria entre numeros que es conmutativa. 
Dar un ejemplo de una operacion binaria numerica que no sea conmutativa. 

D. Dar un ejemplo distinto de la adicion de una operacion binaria nume¬ 
rica conmutativa. 

E. Dar un segundo ejemplo de una operacion numerica binaria no conmu¬ 
tativa. 


• 7.2 Axioma de la propiedad asociativa 

La operacion de adicion se verifica exactamente entre dos numeros. Esto es 
lo que significa el decir que la adicion es una operacion binaria. Si se pre- 
senta la suma x+y+z, primero se suma x a y y el resultado se suma a z. 
Esto se puede indicar mediante parentesis: {x+y) + z. Tambien se podria 
primero sumar y con z y el resultado anadirlo a x, como se indica en 
x+(y+z). Estas dos formas de asociar x+y+z dan lugar a la misma suma. 
Esto se afirma en el «axioma de la propiedad asociativa»: 

(Vx) (Vy) (Vz) ((* +y) + z=x + (y + z)) 


La propiedad asociativa se denomina algunas veces principio de agrupacion 
para la adicion, significando que no importa la manera como se agrupen los 
numeros para ser sumados. 

Como ejemplo, se puede efectuar la siguiente especificacion universal. 

(3 + 5) + 7 = 3 + (5 + 7) 3/x, 5/y, 7/z. Asoc. Ax. 


Primero, sumando los parentesis por separado se tiene 
8+7 = 3+12 


15 = 15 . 
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La asociatividad de la adicion es tan familiar que es dificil apreciar su 
importancia o imaginar que pudiera ser de otra manera. Pero la sustraccion es 
un ejemplo de una operacion binaria no asociativa. Considerese, por ejemplo, 

8 — 5 — 2. 


Esta expresion es ambigua, pues 

(8 — 5) — 2 es 3 — 2 6 1, mientras que 8 — (5 — 2) es 8 — 3 6 5. 
Es decir, 

(8 —5)—23^8 —(5 —2). 


Se puede utilizar el axioma de asociatividad para demostrar algunos teo- 
remas que expresan certezas de Aritmetica que son muy familiares. Lo inte- 
resante es ver exactamente como se deducen como consecuencia logica de este 
axioma y de las cuatro definiciones dadas. 


Teorema 10. 4 = 2-f2 


(1) 

Demostracion 

4 = 3+1 

Def. de 4 

(2) 

4= (2+ 1) + 1 

I 1, Def. de 3 

(3) 

( 2 +l)+l= 2 +(l + n 

2/x, 1 /y, 1/z, Asoc. Ax. 

(4) 

4 = 2+ (1 + 1) 

I 2, 3 

(5) 

4 = 2 + 2 

I 4, Def. de 2 


Observese que el axioma de la propiedad asociativa, abreviadamente «Asoc. 
Ax.», entra exactamente en el punto de la demostracion en que se justifica 
la introduccion de la linea (3). La linea (3) se obtiene del axioma especifi- 
cando «2» en vez de «x», «1» en vez de «y» , y «1» en vez de «z». El uso 
repetido de la regia de inferencia I referente a las identidades indica de 
manera clara que se trata de una regia de inferencia general importante en 
este tipo de teoremas que estamos demostrando. 

Se ha dicho que cuando se usan axiomas, definiciones o teoremas pre- 
vios no es necesario escribirlos en la demostracion, sino que basta con hacer 
referencia de los mismos. Segun esto la demostracion del Teorema 10 podria 
empezarse en la linea (2), lo que se justificaria por la regia I aplicada a la 
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definition de 4 y a la definition de 3 como se indica a continuation. Ambas 
demostraciones son correctas. 


(1) 4= (2+ 1) + 1 

I Def. de 4, Def. de 3 

(2) (2+ 1)+ 1 =2 + (l + 1) 

2/x, 1/y, 1/z, Asoc. Ax. 

(3) 4=2 + (1 +1) 

I 1, 2 

(4) 4 = 2 + 2 

I 3, Def. de 2 


Ejercicio 2 

A. Da un ejemplo, distinto de la adicion, de una operation aritmetica que 
sea asociativa. 

B. Dar un ejemplo, distinto de la sustraccion, de una operation aritmetica 
binaria que no sea asociativa. 

C. Demostrar los siguientes teoremas. 


Teorema 

11. 

5 = 3 + 2 

Teorema 

12. 

3 = (1 + 1) + 1 

Teorema 

13. 

4 = ((1 + l)+ l) + l 

Teorema 

14. 

4=(i + n + i))+i 

Teorema 

15. 

5 = 2 + (1 + 2) 

Teorema 

16. 

2+5=3+4 

Teorema 

17. 

5 + 3= (4 + 2)+ 2 


Observese que se tienen ahora dos tipos de reglas de deduction: (1) Las 
reglas proposicionales: CP, RAA, y las de las paginas 110 y 111. £stas 
dependen de las propiedades de certeza funcional de los terminos de enlace; 
y (2) Las reglas que rigen la sustitucion de terminos: especificacion universal 
y regia de identidades. Lstas se aplican solo en Logica predicativa. En este 
capftulo se han utilizado estas reglas junto con el axioma de conmutatividad 
y el de asociatividad y las definiciones de «2», «3», «4» y «5» para desarro- 
llar la teorfa de Aritmetica. Los teoremas en este capftulo no utilizan las 
reglas proposicionales. Pero en los Problemas 2, 3 y 5 del Ejercicio 1 B, se 
han utilizado ambos tipos de reglas. Las reglas que rigen terminos se han 
utilizado para obtener formulas atomicas diferentes en forma identica, de 
manera que pueden aplicarse las reglas proposicionales. Por ejemplo, en el 
Problema 3 es necesario demostrar que «x= 1 +(1+(1 +2))» es equivalente 
a «x — 5». 



254 


PRIMER CURSO DE L6GICA MATEJAATICA 


En algunas deducciones, sera conveniente al especificar, sustituir varia¬ 
bles por variables. Por ejemplo, la identidad 

(x + z) + (3 + z) = x + (z + (3 + z)) 

se puede deducir del axioma de asociatividad por especificacion universal 
poniendo x/x, z/y, y (3 + z)/z. La especificacion de terminos conteniendo 
variables esta permitida con una exception. No se puede sustituir un termino 
conteniendo una variable que entonces quede capturada por un cuantificador 
que pertenezca a la formula. Por ejemplo, la especificacion universal no 
puede ser aplicada con propiedad a «(Vx)(Vy)(P*y)» poniendo «y» en vez 
de «x» para obtener «(Vy)(Py_y)», pues la y que sustituia a la x queda cap¬ 
turada por el cuantificador «(Vy)». Esto puede evitarse introduciendo varia¬ 
bles completamente nuevas, tales como u/x, v/y, (3 + w)/z en el axioma 
de la asociatividad, por ejemplo. Esto daria 

(u + v) + (3 + it;) = u + (u + (3 + tv)). 

Ejercicio 3 

Dar demostraciones formales de los siguientes razonamientos. 

1. Demostrar: (1 -1- 2) + 3 > 5 

(1) (V*)(* + 1 >*) 

2. Demostrar: y — (3 -I- z) + w 

(1) y = 3 + (z + w) V (z + w) + 2^2 + (w + z) 

3. Demostrar: (i + 2 ) + (2 + 4)>(2+1)+2 

(1) 4>0 

(2) (VAr)(Vy)(j>0 —» x+y>x) 

4. Demostrar: x?*2 + 2 & *= 1 + ((2+1) + 1) 

(1) x = 4 -» *+j>=1 + (1 + (1 + 2)) 

(2) x=(2+y)+l -> x = 2 + (l+2) 

(3) ~i(x+y = 2 + 3 V x^3+y) 

5. Demostrar: a >y + 2 V a<y + 4 

(1) (V*)(*^2 + 3 <-» *>(l+2) + 2 V x<5) 

(2) <z>3 + 2 -► «> (jy + 1) + 1 

(3) a < 1 + ((2+ 1) + 1) —» a<(_y + 3)+l 

(4) a *5 
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6. Demostrar: *<4 

( 1 ) *= 1+2 -* *<(1 + (1 + 1))+1 

(2) * = 2 — x< 1 + (2+ 1) 

(3) (* 2 — 5*) + (2 + 4) = 0 

(4) (* 2 —5x) + (3 + 3) = 0 * = 3 V *=1 + 1 

7. Demostrar: * = 5 + 3 —> *>4 

(1) *=(4 + 2) + 2 -» *>4 + 2 

(2) *<3 + 2 *>1+5 

(3) *>3+1 V *<5 

Cuando un mismo termino aparece mas de una vez en un termino com- 
plejo se puede elegir entre utilizar el axioma de asociatividad o el de conmu 
tatividad. Por ejemplo, observense estas dos deducciones de (2 + l)+2 = 
= 2+ (1 + 2): 

(1) 2 + (l+2) = (1+2) + 2 2/x, (1+2 )/y, Conm. Ax. 

(2) 1+2 = 2+1 \/x, 2/y, Conm. Ax. 

(3) 2+(l + 2) = (2+l) + 2 11,2 

Se puede utilizar el axioma de la asociatividad para obtener la formula en 
un solo paso: 

(1) (2 + l) + 2 = 2 + (l +2) 2/x, \/y, 2/z, Asoc. Ax. 

Cuando en un termino complejo aparecen mas de tres terminos, puede 
ser diticil indicar la especificacion conveniente del axioma de asociatividad 
que conducira al resultado deseado. Supongase que se desea demostrar el teo- 
rema (2 + 3)+(4+5)=2 + (3 + (4+5)). Intentese encajar el primer miembro 
en la forma (*+y)+z o en la forma x + (y + z). Si se colocan estas formas 
debajo del primer miembro y se comparan, es facil ver la especificacion reque- 
rida. Por ejemplo, 

(2+ 3)+ (4 + 5) , (2 + 3) + (4 + 5), 

(x+y) + ( z ) ° ( * ) + (y + z) 

La primera sugiere la especificacion universal de 2/x, 3 /y, (4+5)/z. La 
segunda sugiere (2 + 3)/*, 4/y, 5/z. Aplicando la segunda especificacion se 
tiene 


((2 + 3 ) + 4 ) + 5 = (2 + 3 ) + (4 + 5 ). 
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A pesar de que el primer miembro del teorema aparece en el segundo miem- 
bro de la especificacion no se obtiene el resultado deseado en el otro 
miembro. Para ver si es posible en una especificacion obtener ambos miem- 
bros del teorema, repitase el proceso llevado a cabo con el primer miembro, 
poniendo el segundo miembro del teorema encima de cada miembro del axio- 
ma de asociatividad: 

2 4- (3+ (4 + 5)) , 2 + (3 + (4 + 5)) 

(*+>0 + ( 2 ) ° * + (y + ( z )) 


El primero de ellos sugiere 3 +(4 + 5)/z. £sta es una especificacion posible. 
Pero sugiere tambien 2/x + y. £sta es imposible. El segundo de ellos, sin 
embargo, sugiere la especificacion universal 2/x, 3 /y, (4 + 5)/z. £sta es pre- 
cisamente la primera especificacion sugerida en el primer caso y que dara 
el teorema en un solo paso. 

(1) (2 + 3) + (4 + 5) = 2 + (3 + (4 + 5)) 2/x, 3 /y, (4 + 5)/z, 

Asoc. Ax. 

Finalmente se observa que el primero y segundo miembro de una iden- 
tidad pueden cambiarse entre si, por una simple deduction, aplicando las 
reglas Lei. 

(1) a = b P 

(2) b = b L 

(3) b = a I 1, 2 


Ejercicio 4 


Demostrar los siguientes teoremas de adicion. 

Teorema 18. 5 + (6 + (4 + 3)) = (5 + 6) + (4 + 3) 

Teorema 19. 2 +(3+1) = 3 + (2+1) 

Teorema 20. ((2 + 5) + l) + 7= 1 + (2 + (5 + 7)) 

(Se requiere el uso repetido de los axiomas de asociatividad y conmuta- 
tividad.) 


Algunas veces es util empezar una demostracion introduciendo una pre- 
misa adicional para utilizarla en una demostracion condicional o en una de¬ 
mostracion indirecta. Por ejemplo, 
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Teorema. 2/3 = 5/7.5 -> 5/7.5 = 2/3 
Demostracion 

(1) 2/3 = 5/7.5 P 

(2) 5/7.5 = 5/7.5 L 

(3) 5/7.5 = 2/3 11,2 

(4) 2/3 = 5/7.5 5/7.5 = 2/3 CP 1, 3 


Esta es una certeza de logica, ya que la conclusion no depende de ninguna 
premisa. Se podrfa decir que es un teorema de Logica. Las tautologfas son 
tambien certezas de Logica. Se pueden deducir como conclusiones indepen- 
dientes de premisas, como en el Ejercicio 9 del capftulo anterior. 


Ejercicio 5 

A. Dar demostraciones de los siguientes teoremas de Logica. 

1. (V*) (Fx) -> Fa 

2. P —► Q V P 

3 . a —b & Ga —> Gb 

4. P V -iP 

5. 3 = 2+1 & 6 = 3 -► 2+1=6 

B. Dar demostraciones de los siguientes teoremas de la aritmetica de la 
adicion, o sea los axiomas, definiciones y teoremas previos de la adicion 
se pueden utilizar en las demostraciones. 

Teorema 21. (V*)(* + 3>*) —> (1 + (2 + 3)) + 4>2 + 5 

Teorema 22. (3+ 1) + (2 + 4) = 5 + 5 

A veces, en problemas complejos, es dificil reconocer la forma propo- 
sicional del razonamiento puesto que formulas atomicas que son equivalentes 
pueden parecer distintas. A1 mismo tiempo es dificil indicar las formulas 
atomicas que se podrfa probar que son equivalentes si no se ha reconocido 
cual es la forma del argumento proposicional. En estos casos puede ayudar 
a reconocer la parte proporcional del razonamiento, el aplicar los conoci- 



Suppes-hill -17 
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mientos de Aritmetic^ para simplificar las formulas atomicas. Este no es un 
paso logico y no se escribe como parte de la demostracion. Por ejemplo, 


Demostrar: * > 2 + (2 + 1) 

( 1 ) *= (1 + 2 ) + (2 + 2 ) *>3 + 2 

(2) *> (3+ l) + 2 -> *> (2+ 1) + 2 

(3) * = 1 + (5+ 1) V *>5+1 


Las formulas atomicas que se presentan son distintas. Sumando los terminos 
complejos se tendria: 


Demostrar: *>5 

(1) x =7 -> *>5 

(2) *>6 — > *>5 

(3) *=7 V *>6 


En esta forma es mucho mas facil reconocer que en la deduccion se aplicaran 
DS y DP. Pero es necesario utilizar las reglas que se refieren a los terminos 
para demostrar (para el 7) que (1 + 2) + (2 + 2) = 1 + (5 + 1) y (para el 6) que 
(3 + l) + 2 = 5 + l y (para el 5) que (3 + 2) = (2 + l) +2, y (2 + l) + 2 = 
= 2 + (2 + 1). Estos son cuatro teoremas que se han de demostrar para hacer 
posible la deduccion proposicional. Antes de poder utilizar DS, se ha de 
demostrar todas las identidades anteriores. 

A continuation se da una demostracion formal del razonamiento: 


(1) *= (1 +2) + (2 + 2) -> *>3 + 2 

(2) *> (3+ 1) +2 -> *> (2+ 1) + 2 

(3) *= 1 + (5+ 1) V *>5+1 

(4) (1 + 2) + (2 + 2) = (1 + 2) + (2 + 2) 

(5) (1 + 2) + (2 + 2) = (1 + 2) + 4 

(6) (l+2) + (2 + 2) = (l+(l + l)) + 4 

(7) (1 + 0 + 1))+ 4=1 +((1 + 1) +4) 

(8) (1 +2) + (2 + 2)= 1 + ((1 + l)+4) 

(9) (1 + 1) +4 = 4 + (1 + 1) 

(10) (1 + 2) + (2 + 2) = 1 + (4 + (1 + 1)) 

(11) (4+ 1) + 1 =4 + (1 + 1) 


P 

P 

P 

L 

I 4, T 10 
I 5, Def. de 2 
\/x, 1 + \/y, 4/ z, 
Asoc. Ax. 

I 6, 7 

1 + \/x, 4 /y, 
Conm. Ax. 

I 8, 9 

4A, i A, i A, 
Asoc. Ax. 
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(12) (1 +2) + (2 + 2) = 1 + ((4 + 1) + 1) 

(13) (1 +2) + (2 + 2) = 1 + (5 + 1) 

(14) (3 + 1) +2 = 2 + (3+ 1) 

(15) (2 + 3) + 1 = 2 + (3 + 1) 

(16) (3+ l) + 2 = (2 + 3)+ 1 

(17) 2 + 3 = 3 + 2 

(18) (3+ 1) +2 = (3 + 2) + 1 

(19) (3+ 1) + 2 = 5+ 1 

(20) 3 + 2 = 3 + 2 

(21) 3 + 2=(2+l)+2 

(22) (2+ 1) + 2 = 2 + (2+ 1) 

(23) *=(l+2) + (2 + 2) V *>(3+ 1) +2 

(24) *>3 + 2 V *> (2+ 1) + 2 

(25) *>(2+ 1) + 2 V *> (2 + 1) +2 

(26) at> (2+ 1) +2 

(27) x>2 + (2+ 1) 


I 10, 11 

I 12, Def. de 5 
(3+1) A, 2/y, 
Conm. Ax. 

2A, 3 /y, \/z , 
Asoc. Ax 
I 14, 15 
2/x, 3/y, 

Conm. Ax. 

I 16, 17 
I 18, T. 11 
L 

I 20, Def. de 3 
(2+ \)/x , 2 /y, 
Conm. Ax. 

I 3; 13, 19 
DS 23, 1, 2 
I 24, 21 
DP 25 
I 26, 22 


Los cuatro teoremas numericos se dedujeron en las lfneas de la (4) a la 
(13), de la (14) a la (19), de la (20) a la (21), y en la (22). Puesto que los 
teoremas demostrados previamente pueden utilizarse en las demostraciones, 
se podrfan haber deducido en cuatro demostraciones por separado. Si se 
hubiera hecho asf en la demostracion de este razonamiento, se hubieran re- 
querido solo las lfneas (1), (2) y (3) para establecer las premisas, y las lfneas 
de la (23) a la (27) para aplicar los teoremas y llevar a cabo la deduccion 
proposicional. 

La estrategia es la siguiente. Primero, determinar cuales de las formulas 
atomicas son equivalentes para reconocer la forma proposicional del razona¬ 
miento y decidir que identidades son necesarias. Segundo, demostrar las 
identidades requeridas —lfneas de la (4) a la (22)—. Tercero, aplicar las 
identidades a las premisas para obtener formulas en las que formulas atomicas 
equivalentes aparezcan en forma identica —lfneas (23), (25) y (27). Cuarto, 
llevar a cabo la deduccion proposicional —lfneas (24) y (26). 

Si las identidades requeridas se prueban por separado, la deduccion se 
cortara en partes. Cada una de las partes que afirma una identidad se deno- 
mina un lema. Como dicen algunas veces los matematicos en broma, un lema 
es un «teorema pequeno». Mas en serio, un lema es algo que se prueba prm- 
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cipalmente con objeto de ayudar a demostrar algo mas adelante. Se ha de 
hacer notar que, desde un punto de vista logico, un lema tiene exactamente 
el mismo valor que un teorema. 

Para demostrar, entonces que x>2 + (2 + l) a partir de las tres premi- 
sas dadas, se demuestran primero tres lemas que no dependen de ninguna 
de las tres premisas, sino solo de los axiomas y definiciones. El lema A es 
la linea (13) en la demostracion que se acaba de dar, el lema B es la linea 
(19) y el lema C es la linea (21). 

Lema A. (1 + 2) -I- (2 + 2) = 1 + (5 + 1 ) 

Demostracion 

(1) (1 + 2) + (2 + 2) = (1 + 2) + (2 + 2) 

(2) (1 + 2) + (2 + 2) = (1 + 2) + 4 

(3) (1 + 2) + (2 + 2) = (1 + (1 + 1)) +4 

(4) (l + (l + l)) + 4=l + ((l + l) + 4 

(5) (1 +2) + (2 + 2) = 1 + ((1 + 1) + 4) 

(6) (1 + 1) + 4 = 4+ (1 + 1) 

(7) (1 + 2) + (2 + 2) = 1 + (4 + (1 + 1)) 

(8) (4+ 1) + 1 =4+ (1 + 1) 

(9) (1 +2) + (2 + 2) = 1 + ((4 + 1) + 1) 

( 10 ) ( 1 + 2 ) + (2 + 2 ) = 1 + (5 + 1 ) 

Lema B. (3+l) + 2 = 5+ l 

Demostracion 

(1) (3+l) + 2 = 2 + (3+l) 

(2) (2 + 3)+ 1 =2+(3+ 1) 

(3) (3+ l) + 2=(2 + 3)+ 1 

(4) 2 + 3 = 3 + 2 

(5) (3 + 1) + 2 = (3 + 2) + 1 

(6) (3+ 1) +2 = 5+ 1 

Lema C. 3 + 2=(2+ l) + 2 

Demostracion 

(1) 3 + 2 = 3 + 2 L 

(2) 3 + 2= (2+ 1) + 2 I 1, Def. de 3 


(3+ l)/x, 2/y, Conm. Ax. 
2/x, 3 /y, l/z, Asoc. Ax. 

I 1,2 

2/x, 3/y, Conm. Ax. 

I 3, 4 
I 5, T. 11 


L 

I 1, T. 10 
I 2, Def. de 2 
\/x, 1 + 1 /y, 4/z, 
Asoc Ax. 

I 3, 4 

1 + V*, 4 /y, 

Conm. Ax. 

I 5, 6 

4A, l A, i/z, 

Asoc. Ax. 

I 7, 8 

I 9, Def. de 5 
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No se establece la lmea (22) como un lema aparte, porque su demos¬ 
tracion es tan simple que puede incluirse en la deduccion principal que se da 
a continuacion: 


(1) *= (1 + 2) + (2 + 2) -► *> 3 + 2 

(2) x> (3+ 1) + 2 -> *> (2+ 1) + 2 

(3) *= 1 + (5+ 1) V *>5+1 

(4) *= (1 + 2) + (2 + 2) V *>(3+l) + 2 


P 

P 

P 

I 3, Lema A y B 


(5) *>3 + 2 V *> (2 + 1) + 2 DS 1, 2. 4 

(6) *> (2+ 1) + 2 V *>(2+l) + 2 I 5, Lema C 

(7) *> (2+ 1) + 2 DP 6 

(8) (2+l) + 2 = 2 + (2+l) 2+1/*, 2/y, 

Conm. Ax. 

(9) x>2+ (2 + 1) I 7, 8 


Observese que, demostrando primero los tres lemas, la longitud de la 
demostracion principal se ha reducido a su tercera parte. A partir de aquf 
se introduciran tales lemas siempre que ayuden a simplificar o acortar las 
demostraciones. 


Ejercicio 6 

Dar una demostracion de cada uno de los razonamientos siguientes. 
(Indicacion: Es conveniente demostrar lemas por separado.) 

1. Demostrar: *>4 + 4 —► *>2 + (l+2) 

(1) *> 2 + (3 + 3) -> *> 5 

(2) *>(4 + 2) + 2 -> *>5 + 3 

2 Demostrar: y = 4 

(1) jr=((l+2) + 3) + 4 «-» > = 5+(3 + 5) 

(2) * = 5 + (l+4) v > = 2 + 2 

(3) —1[*= (4+ 3)+ 3 V > = 2+((3 + 3) + 5)J 


• 7.3 Axioma del cero 

Se introduce ahora el «axioma del cero», que se abreviara «Cero Ax. 


(V*) (x + 0 = Ar) 
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El axioma dice algo que ya se sabe. Si se suma cero a cualquier numero x, el 
resultado es el mismo numero x. 

Los teoremas que dependen de este axioma solo, no son muy intere- 
santes. Se da uno y se proponen algunos otros como ejercicios. 

Teorema 23. (1-1-0)+ 0=1 


Demostracion 

(1) (l+0) + 0=(l+0) + 0 

( 2 ) 1 + 0=1 

(3) (1 +0) + 0= 1 +0 

(4) (1 + 0) + 0 = 1 


L 

\/x , Cero Ax. 
I 1,2 
I 2, 3 


Observese que en la linea (1) se ha introducido una certeza logica, como se 
indica por la «L» a la derecha. En este caso se tiene precisamente un ejemplo 
del hecho de ser t — t para todo termino t. Observese tambien que despues 
de obtener la linea (2) especificando «1» en vez de «x» en el axioma del 
cero, se utiliza esta linea dos veces para obtener la conclusion deseada. 


Tambien se obtiene una variante 
de asociatividad. 

Teorema 24. 1 + (0 + 0) = 1 

Demostracion 

(1) (l+0) + 0=l + (0 + 0) 

(2) 1 + (0 + 0) = 1 + (0 + 0) 

(3) l + (0 + 0) = (l+0) + 0 

(4) 1 + (0 + 0) = 1 


este teorema utilizando el axioma 


1 A, 0A, 0/z, Asoc. Ax. 

L 

I 1, 2 

I 3, T. 23 


Utilizando el axioma de conmutatividad, se puede demostrar: 


Teorema 25. 2 — 1 + (0 + 1) 


Demosiradon 
( 1 ) 2=1 + 1 
( 2 ) 1+0 = 0+1 

(3) 1+0=1 

(4) 0+1 = 1 

(5) 2=1+(0+1) 


Def. de 2 

\/x, 0/y, Conm. Ax 
1A> Cero Ax. 

I 2, 3 

I 1, 4 
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Los teoremas que se acaban de demostrar son verdades de Aritmetica 
muy conocidas. Este hecho no significa que sus demostraciones sean trivia- 
les. Nuestro proposito es mostrar que innumerables hechos de Aritmetica se 
pueden deducir logicamente de muy pocos axiomas fundamentales. Las defi- 
niciones permiten simplemente representar en forma breve las cosas. Sin las 
definiciones de «2», «3», «4» y «5», el numero 5 deberia representarse por: 


1 + (1 + ( 1 + ( 1 + l ))), 6 1 + ((1 + 1 ) + (1 + 1 )) 6 (1 + (1 + (1 + 1 ))) + 1 , 

y asi sucesivamente. 

No todas las proposiciones de la aritmetica familiar se pueden demostrar 
a partir de las definiciones y los tres axiomas introducidos hasta ahora. Por 
ejemplo, no se puede demostrar que 1^0. Y hay que anadir esta afirmacion 
como axioma. 

De la misma manera que no todas las verdades de Aritmetica pueden 
ser probadas, tampoco pueden ser definidos todos los numeros o predicados. 
Es necesario empezar en algun lugar con terminos no definidos, como «1» 
y «0», asi como con afirmaciones no demostradas como los axiomas. Esta es 
la forma de distinguir entre lo que es fundamental y lo que es deducido o 
definido. Todo el conjunto de terminos no definidos, axiomas, definiciones y 
teoremas se denomina una teoria. 


Ejercicio 7 

A. Demostrar los siguientes teoremas. 

Teorema 26. (2 + 0)+0 = 2 

Teorema 27. 3+ (0 + 0) = 3 

Teorema 28. 4 = 2 +(0 + 2) 

Teorema 29. 5 = 2 +(0+(3 + 0)) 

Teorema 30. 4+ (0 + 3) = ((0 + 5) + 0) + 2 


B. Dar demostraciones formales de los siguientes razonamientos con la teo¬ 
ria de la Aritmetica hasta ahora desarrollada, lo que indica que se pueden 
utilizar los axiomas y definiciones introducidos y los teoremas demostrados 
hasta aqui, asi como las premisas de cada razonamiento. 

1. Demostrar: 1 > 0 

(1) (Vx)(x+1>*) 
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2. Demostrar: x=y + 4 

(1) (x + 3)+0=(y + 2) + (3 + 2) <-► x = (^4-0) 4-4 

(2) y*7 

(3) 1 4- (2 4-at) = 44- (3 Ay) V y = 7 

3. Demostrar: x 4-2 =>> 4-(44- 2 ) & y = 3 

(1) x 4 -2 7 *^ 4 - (24- (1 4-3)) -> (x4-0) + 1 ^ (2 + (2 +y)) + 1 

(2) jr+ 1 =(3 + 0)4-04-2) & y + 0 = (1 +0) + 2 

C. El axioma del cero se expresa algunas veces diciendo que el cero es el 
elemento neutro por la derecha para la adicion, pues sumando cero a un 
numero dado se obtiene un numero identico como suma. ^Cuales de las si- 
guientes afirmaciones son ciertas? 

1 . Cero es un elemento neutro para la multiplicacion: 

(Vx)(x-0 = x). 

2 . Cero es un elemento neutro por la derecha para la sustraccion: 

(Vx)(x —0 = x). 

3. El cero es un elemento neutro por la izquierda para la sustraccion: 

(V*)(0 — at = at). 

4. Cero es un elemento neutro por la izquierda para la division: 

(Vx)(0 + x = x). 

5. Uno es un elemento neutro para la adicion: 

(Vat) (at 4-1 =*). 

6 . Uno es un elemento neutro para la multiplicacion: 

(¥*)(*.!=*). 

7. Uno es un elemento neutro por la derecha para la sustraccion: 

(Vat) (at — 1 =at). 

8 . Uno es un elemento neutro por la derecha para la division: 

(Vat) (x -t- 1 =at). 

9. Uno es un elemento neutro por la izquierda para la division: 

(Vat) (1 +x = x). 

• 7.4 Axioma de los numeros negativos 

En la ultima seccion se introdujo el cero. Se introducen ahora los numeros 
negativos estableciendo el axioma fundamental para la operacion —x de 
obtener el negativo de x. Su abreviatura es «Neg. Ax.». 


(Vx)(x4- ( — x) = 0). 
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Ejemplos de numeros negativos son — 1, —2, —3, etc. En la sucesion de 
numeros siguiente 

0, 1 , 2, 3, 4, 5, 6, ... 

cada numero es menor que el numero representado a su derecha. Los numeros 
negativos permiten que esta sucesion se prolongue indefinidamente en la otra 
direccion. 

... — 3, —4, —3, —2, — 1 , 0, 1, 2, 3, 4, 5, ... 

Este es el conjunto de los numeros enteros. Asi, el conjunto de enteros incluye 
los enteros positivos, el cero y los enteros negativos. Cada numero en la 
sucesion es menor que cada numero representado a su derecha. Asi 
— 4<—3, —5 <3, —3 <3. Tambien para cada numero existe otro nu¬ 
mero que es tanto menor que cero cuanto el primero es mayor que cero, 
o viceversa. La operacion de obtener el negativo de x, consiste en ’determinar 
dicho numero. Si x —3 entonces — x = —3; y si x= —3 entonces — x = 3. 
En general 


(Vx)(Vy)(-x = y —> ~y = x). 


La operacion —x de obtener el negativo de x, parte de un termino y 
genera un termino distinto; es decir, «—x» es un termino. El parentesis que 
encierra «— x» en el axioma se puede omitir a menos que sea necesario 
indicar la agrupacion que se ha de entender. Las formulas, en general, son 
mas faciles de leer cuando se ha prescindido de los parentesis innecesarios, 
por lo que se omitiran siempre que sea posible. 

El teorema que sigue, a pesar de su expresion simple, es dificil de 
demostrar. En particular, su demostracion depende de los cuatro axiomas que 
se han introducido en este capitulo. 


Teorema 31. l + (2 + (—1)) = 2 


Demostracion 

(1) 1 -h (24— 1) = 1 4- (2 4 — 1) 

(2) (1 4-2) 4— 1 = 1 4- (2 4— 1) 

(3) 1 4- (2 4— 1) = (1 4- 2) 4— 1 

(4) 14-2 = 2 4-1 

(5) 1 4- (2 4— 1) = (2 4- 1) 4— 1 

(6) (2 4- 1)4— 1 =2 4- (1 4— 1) 


L 

1/x, 2/y, — 1/z, Asoc. Ax, 

I 1,2 

1/x, 2/y, Conm. Ax. 

I 3, 4 

2/x, 1/y, — 1 A, Asoc. Ax, 
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(7) 

1 + (2 H— 1) = 2 + (1 H— 1) 

I 5, 6 

(8) 

1 H— 1 =0 

1/x, Neg. Ax. 

(9) 

1 + (2H— 1) = 2 + 0 

I 7, 8 

(10) 

2 + 0 = 2 

2/x, Cero Ax. 

(11) 

1 +(2H—1) = 2 

I 9, 10 


Usando con mas libertad la regia de inferencia referente a identidades es 
posible acortar la demostracion y, lo que es mas importante, presentar mas 
clara su estructura esencial. En primer lugar se podria eliminar la linea (1) 
si se pudieran intercambiar automaticamente los dos miembros de una iden- 
tidad, en este caso el axioma de asociatividad. Especificando simplemente 
1/x, 2/y y — 1/z en el axioma, se obtiene la linea (2) 

(1+2)+—l = l + (2+—1). 

Pero, en realidad se desea empezar por «1+(2H -1)» en el primer miem- 

bro, pues este es el primer miembro de la identidad que se desea demostrar. 
En lo sucesivo se utilizara la regia que permite intercambiar los dos miem¬ 
bros de una identidad sin citar la regia. Entonces se pueden sustituir las 
tres primeras lineas de una vez por 

(1) l+(2 + —l)=(l + 2)+—1 1/x, 2/y, —1/z, Asoc. Ax. 

De manera analoga se eliminara la regia I, frecuentemente citada, sobreenten- 
diendo su uso y procediendo de la manera siguiente: 


(1) 1 + (2+ — 1) = (1 +2)H— 1 


(2) 

= (2+ 1)H—1 

(3) 

= 24- (1 H— 1) 

(4) 

= 2 + 0 

(5) 

= 2 


1/x, 2/y, —1/z, Asoc. Ax. 
2/x, 1 /jy, Conm. Ax. 

2/x, \/y, —1/z, Asoc. Ax. 
1/x, Neg. Ax. 

2/x, Cero Ax. 


Mientras el primer miembro de la identidad permanezca el mismo en cada 
linea, no se escribira cada vez. La linea final, linea (5), es entonces 

l+(2+— 1)=2. 

La demostracion se ha reducido simplemente a una sucesion de identida¬ 
des, indicando en cada paso que especificacion se hizo al aplicar el axioma. 
Observese que en las lineas (1), (3) y (5) se obtuvo la identidad completa 
especificando en un axioma. En las Bneas (2) y (4) solo se ha considerado 
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una parte de la identidad. Asi, para obtener la linea (2) se utiliza la especi- 
ficacion 2/x , i/y en el axioma de conmutatividad, obteniendose: 

2 +1 = 1 -|- 2 , 

para despues sustituir «2 + l» por «l+2» en la linea (1). 

Este nuevo estilo de demostracion puede ilustrarse tambien probando 
otro teorema analogo al anterior. 



Teorema 32. — 2 + (l+2)=l 



Demostracion 


(1) 

— 2+(l+2)= —2 +(2+1) 

\/x, 2/y, Conm. Ax. 

(2) 

= (—2 + 2) + 1 

— 2/x, 2/y , 1/z, Asoc. Ax. 

(3) 

= (2+ — 2) + 1 

— 2/x , 2/y , Conm. Ax. 

(4) 

= 0+1 

— 2/x , Neg. Ax. 

(5) 

= 1+0 

0/x, \/y, Conm. Ax. 

(6) 

= 1 

1 / x , Cero Ax. 


En lo sucesivo se utilizara de la manera indicada la regia que rige identida- 
des y como en la demostracion anterior se excluiran las referencias. 


Ejercicio 8 

A. Demostrar los siguientes teoremas 

Teorema 33. 2-h( — 1) = 1 
Teorema 34. —1+3 = 2 

Teorema 35. — 5+ 1 = —4 [Indicacion: La demostracion contiene la 

adicion del cero por el axioma del cero y luego la sustitucion del 0 
utilizando el axioma de los negativos.J 


Teorema 36. 
Teorema 37. 
Teorema 38. 
Teorema 39. 
Teorema 40. 
Teorema 41. 
Teorema 42. 


2-h (1 H—2) = 1 
— 44- (3 4-4) = 3 
34- (—54- — 3) = —5 
(2 4- (1 H— 1)) H—2 = 0 
14- —5= —((1 4- 2)4-1) 

-24-5=14-2 

-(24-(04-2)) 4-(24-5) = (14-0) 4-(4 4-(24- -4)) 
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B. Dar demostraciones de los siguientes razonamientos con la teoria de la 
Aritmetica hasta ahora desarrollada: 

1. Demostrar: (7 + 0) + (aH—7) = (— 4 + *) + (2 + (0+ 2)) 

2. Demostrar: (1 + 0) + (1 + *) = (5 - 3) + (2 +^) 

(1) x=y + 2 <-> -1+(3 + *)=0 + (;> + 4) 

(2) x = {y + 4)-\ -2 

3. Demostrar: x 2 ^4 + 5 —> * = 3H—1 

(1) (x 2 H—*)H—6= —3 + ( —2 + 5) 

(2) *=-(2+1) -» x 2 = (5+ 1) + (4H—1) 

(3) (x 2 + — *) + — 6 = 0 —»• -i(x^ -3 & x^l + 1) 

C. El elemento neutro para la adicion es el 0, pues cero sumado a cual- 
quier numero da el mismo numero. El axioma del cero expresa, pues, que el 
cero es el elemento neutro de la adicion. 

1. £Cual es el elemento neutro de la multiplicacion? 

2. Escribir el axioma correspondiente. 

El numero — x se denomina el inverso de x respecto a la adicion, 
pues causa exactamente el efecto opuesto al de sumar x, o dicho de 
otra forma, se llama inverso de x porque — x sumado a x da el ele¬ 
mento identico de la suma; es decir: x + (—x) = 0. 

3. £Cual es el inverso de x respecto a la multiplicacion? 

4. Escribir el axioma correspondiente. 

D. Escribir los numeros siguientes en sucesion creciente empezando por el 
menor. 

2, 3,-5, 0, 4,-7,-9, 6,-15,-4. 

E. Para cada uno de los numeros siguientes dar el inverso respecto a la 
adicion. 


1. 

5 

6. 

-3 

2. 

2 

7. 

-9 

3. 

4 

8. 

0 

4. 

-6 

9. 

-7 

5. 

8 

10. 

1 


F. Para cada uno de los numeros de E dar el inverso respecto a la multi¬ 
plicacion. 


1 
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Examen de repaso 

I. Establecer los siguientes axiomas en forma simbolizada. 

a. El axioma de conmutatividad para la adicion. 

b. El axioma de asociatividad para la adicion. 

c. El axioma del cero. 

d. El axioma de los numeros negativos. 

II. Poner una «C» para las afirmaciones ciertas y una «F» para las afirma- 
ciones falsas. 

a. (V*)(*— 0 = *) 

b. (V*) (*•() = *) 

c. (V*)(0-* = *) 

d. (Vx)(*+1=*) 

e. (Vjc)(jc-1 =jc) 

f. (Vx)(*-S- \=x) 

III. Demostrar los siguientes teoremas utilizando los axiomas y definiciones 
introducidas en este capftulo: 


a. 

Demostrar: 

3 = 2+ (0 + 1) 

b. 

Demostrar: 

(2 + 0)+0 = 1 + 1 

c. 

Demostrar: 

— 2 + (0 + 2) =0 

d. 

Demostrar: 

5 = 2 + (1+2) 

e. 

Demostrar: 

2 + (2+-2) = 2 


IV. Dar una demostracion formal de los razonamientos siguientes con la 
teoria de la Aritmetica desarrollada hasta este momento. 

Demostrar: —i(y= —4 —► x=—2) 

(1) -«(y = (2 + 0)+l V y+-x-^- 5) 

(2) jr= —( — 1+3) y=~ 4+(3 + 4) 

(3) y+-x = 3 +(-5 +-3) -> >=-5+1 
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CAPITULO 8 

• 8.1 Teoretnas con variables 

Se ha podido observar que la demostracion del Teorema 36 en el ejercicio 
de la ultima seccion (7.4) parecia casi analoga a la demostracion del Teore¬ 
ma 31. En efecto, la unica diferencia estaba en que «1» sustituia «2» y «2» 
sustituia «1». En vez de demostrar los teoremas por separado para cada 
nurnero se pueden escribir para numeros arbitrarios, «x», «y» y «z». En este 
caso se hace la especificacion con las variables «x», «y» y «z» en vez de 
especilicar introduciendo los simbolos numericos «1», «2», etc. Por otra 
parte, la estructura de la demostracion permanece inalterada. 

Por ejemplo, si se formula el Teorema 31 del capitulo anterior con «x» 
e «y», se lee: 


* + (> + (— x))=y, 


y la demostracion es precisamente la segunda dada para el Teorema 31 sus- 
tituyendo el «1» por «x» y el «2» por «y». 


(1) x + (y+ -*) = (*+y)+ -x 

(2) = (y+x) H-x 

(3) =y + (xH— x) 

(4) =y + 0 

(5) =y 


x/x,y/y, —x/z , Asoc. Ax. 
x/x,y/y, Conm. Ax. 
y/x , x/y, —x/z, Asoc. Ax. 
x/x , Neg. Ax. 
y/x , Cero Ax. 


Pero tal como se presentan, estos teoremas no son particularmente utiles 
para nosotros. Lo que deseamos es usar teoremas expresados por medio de 
variables en las demostraciones de otros teoremas generales, y para ello se 
necesita poder especificar nuevas variables para las antiguas. Por ejemplo, 
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en la forma nueva del Teorema 31 que se acaba de dar, se puede necesitar 
el caso especial en el que y—x, de manera que especificando x/x y tambien 
x/y se obtenga: 


x + (x + ( —x))=x. 

Para hacer esto precisaria tener el teorema expresado por medio de los 
cuantificadores universales para permitir el uso de la especificacion: 

;Vx)(V)0 (*+(>>+ -x=y)). 

De esto, los Teoremas 31 y 36 se podrian obtener por especificaciones uni- 
versales: 


(Teorema 31) l + (2+—1) = 2 1/x, 2 /y 

(Teorema 32) 2 + (1 H—2) = 1 2/x, l/y 

Ademas, mediante distintas especificaciones, se puede obtener un gran nume- 
ro de teoremas adicionales. 

La regia que permite anadir cuantificadores universales se denomina 
«Generalizacion universal y su abreviatura es «UG». Su justification logica 
es directa: todo lo que se pueda afirmar, o establecer por medio de pre- 
misas, para cualquier objeto arbitrario se ha de verificar para cada objeto. 
La regia de Generalization universal es: 

De la formula S se infiere (Vz;)(S). 

Hay algunas condiciones bajo las cuales esta regia no es aplicable. (Vease la 
nota al pie de la pagina 274.) Sin embargo, en los problemas de este libro 
estas condiciones no se presentan cuando se ha de aplicar UG. 

Se podria aplicar la regia a la demostracion dada en la pagina 270 ana- 
diendo como linea (6). 

(6) (V*)(Vy)(* + (y+ -x)=y) UG 5 

La generalization universal se puede aplicar tambien para resolver el 
problema de inferencia mencionado al empezar el Capitulo 5. AIK se esta- 
blecia que el razonamiento siguiente parecia intuitivamente bueno, pero que 
la conclusion no podia deducirse con las reglas hasta entonces conocidas. 

Todos los pajaros son animales. 

Todos los ruisenores son pajaros. 

Por tan to, todos los ruisenores son animales. 
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Simbolizando las premisas como entonces, el razonamiento es sencillo: 


(1) 

(Vx)(Bx 

-> 

Ax) 

P 

(2) 

(Vx)(Rx 

—> 

Bx) 

P 

(3) 

Rx -> 

Bx 


CM 

* 

* 

(4) 

Bx -> 

Ax 


x/x 1 

(5) 

Rx -> 

Ax 


HS 3, 

(6) 

(Vx)(Rx 

-> 

Ax) 

UG 5 


La linea (6) es, evidentemente, la traduccion simbolica de la conclusion «To- 
dos los ruisenores son animales». 

Como segundo ejemplo se considera el siguiente razonamiento: 

Ningun pez es mamifero. 

Todos los perros son mamiferos. 

Por tan to, ningun pez es perro. 

Se define: Ex <-> x es un pez 

Mx «-> x es un mamifero 
y Dx x es un perro. 


Demos: (V *)(Fx —» —i Dx) 


(1) (Vx)(Fx 

—> —i Mx) 

P 

(2) (Vy)(Dy 

A/y) 

P 

(3) Fx -» 

~iMx 

x/x 1 

(4) Dx -> 

Mx 

-v/y 2 

(5) 

Fx 

P 

(6) 

—iMx 

PP 3, 5 

(7) 

—\Dx 

TT 4, 6 

(8) Fx 

~~\Dx 

CP 5, 7 

(9) (Vx)(Fx 

~~\Dx) 

UG 8 


Observese que se ha escrito la segunda premisa en la linea (2) utilizando la 
variable «y». En el ejemplo de los ruisenores, la segunda premisa se sim- 
bolizo utilizando «x». Se han puesto de manifesto las dos alternativas para 
indicar que am has son logicamente correctas. 
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Ejercicio 1 

A. Dar deducciones para mostrar que los razonamientos siguientes son va- 
lidos. 

1. Todas las serpientes son reptiles. 

Todos los reptiles son vertebrados. 

Por tanto, todas las serpientes son vertebrados. 

2. Ningun violin es instrumento de viento hecho de madera. 

Todos los oboes son instrumentos de viento hechos de madera. 

Por tanto, ningun violin es oboe. 

3. Todos los realistas son monarquicos- 
Ningun democrata es monarquico. 

Por tanto, ningun democrata es realista. 

4. Todos los logicistas son personas inteligentes. 

Ninguna persona inteligente es enganada facilmente. 

Por tanto, ningun logicista is enganado facilmente. 

5. Todas las ambulancias son automoviles. 

Todos los automoviles son vehiculos. 

Por tanto, todas las ambulancias son vehiculos. 

6. Ningun mamifero es pajaro. 

Todas las golondrinas son pajaros. 

Por tanto, ninguna golondrina es mamifero. 

7. Ningun gato es canino. 

Todos los perros son caninos. 

Por tanto, ningun gato es perro. 

8. Todas las rosas son plantas. 

Todas las plantas son seres vivientes. 

Por tanto, todas las rosas son seres vivientes. 

9. Todos los tambores son instrumentos de percusion. 

Todos los tamboriles son tambores. 

Por tanto, todos los tamboriles son instrumentos de percusion. 

10. Todos los sonetos son poesias. 

Ningun documento legal es una poesia. 

Por tanto, ningun documento legal es un soneto. 

IT (V*)(Vy)(Vz) (x>y & y>z —» x>z) 

(V*)(*+ 1 >x) 

Por tanto, (V*) (x + 3 > x) 

B. Escribir, utilizando variables, los Teoremas 5, 10, 15, y del 31 al 42 del 
Capitulo 7, sustituyendo numeros diferentes por variables diferentes. Despues 
anadir al principio los cuantificadores universales apropiados. ^Cuales de 


Suppes-Hill -18 
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las proposiciones resultantes son ciertas en Aritmetica? Para las que sean 
ciertas dar las demostraciones. 

C. Dar demostraciones formales completas de los Problemas 1, 5, 7, 9, 
11, 14, 15 y 20 del Ejercicio 1 del Capitulo 5. 


• 8.2 Teoretnas con cuantificadores universales 

Disponiendo ahora de la generalizacion universal es posible demostrar al- 
gunos teoremas fundamentales de naturaleza general. Para facilitar el recuerdo 
se escriben de nuevo los cuatro axiomas introducidos en el Capitulo 7. 


Axioma de Conmutatividad 
Axioma de Asociatividad 
Axioma del Cero 
Axioma de los numeros 
negativos 


(Vat) (Vy) (x +y =y + x) 

(Vat) (Vy) (Vz) ((* +y) + z = -v + (y + z)) 
(Vx)(x + 0 = x) 

(Vx)(x+(-x) = 0) 


Puesto que los teoremas que se demostraran en esta section no dependen 
de los demostrados en el Capitulo 7, se numeraran partiendo otra vez del 1. 


El primer teorema 

afirma lo que se conoce por 

regia de simplificacion por 

la izquierda de la adicion. La expresion del teorema sigue a su demostracion. 

Teorema 1. 

(Vat) ( Vy) (Vz)(x+y = x + z 

y = z ) 

Demostracion 

(i) 

x-ty = x-rz 

p* 

(2) 

y=y+ o 

y/x, Cero Ax. 

(3) 

= 0 +y 

y/x, 0/y, Conm. Ax. 

(4) 

= (x + (-x))+y 

x/x, Neg. Ax. 

(5) 

= (—x + x)+y 

x/x, ~x/y, Conm. Ax. 


* Las condiciones bajo las que no se pueden aplicar la generalizacion uni¬ 
versal se presentan cuando, como aqui, se introduce una premisa que contiene va¬ 
riables sin cuantificadores. UG no se puede aplicar en esta demostracion subordi- 
nada. Sin embargo, no es necesario aplicarla en la demostracion subordinada. La 
linea (13) no esta en la subordination y, por tanto, no depende de la premisa ana- 
dida. UG se puede aplicar. Afortunadamente, las premisas que contienen variables 
no cuantificadas no acostumbran a presentarse en razonamientos en los que seria 
conveniente aplicar UG. £stas incluyen demostraciones subordinadas donde tales 
premisas se presentan a menudo, pero en las que normalmente no es necesario 
aplicar UG. 
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( 6 ) 

(7) 

( 8 ) 

(9) 


= — x + U + v.) 

= — x+ (x + z) 
= ( — AC + x) + Z 

= (*H- x)+z 


-*/*, x/y, y/z, Asoc. Ax. 
Lfnea (1) 

-x/x, x/y, z/z, Asoc. Ax. 
—x/x, x/y, Conm. Ax. 


(10) = 0 + z 

( 11 ) =2 + 0 

( 12 ) =2 

(13) *+jy = * + 2 —> y — z 

(14) (V*)(Vy)(V 2 )(;t+y = * + z —► y — z ) 


x/x , Neg. Ax. 

0A, 2 /y, Conm. Ax. 
*A> Cero Ax. 

CP 1, 13 
UG 13 


Para entender exactamente que es lo que implica este teorema se considera 
primero un ejemplo del mismo: 


3+y = 3 + 4 —> y — 4 3/x, y/y, 4/z, T. 1 

El razonamiento correspondiente a esta condicional es 

Premisa: 3+^ = 3 + 4 
Conclusion: y = 4 

La conclusion resulta de las premisas al simplificar los dos «3» colocados a la 
izquierda del signo de sumar. Para obtener la condicional «x + y = x + x —> 
y=z» f se utiliza una demostracion condicional. £sta requiere la premisa 
agregada «x + y = x + z». Observese que la premisa adicional de la lfnea (1) 
podrfa haberse introducido mas tarde, pero era mas conveniente ponerla 
al principio y no introducirla dentro de una cadena de identidades. Observese 
tambien que la lfnea (1) se ha utilizado solo en un paso, en la lfnea (7). 
Demostrar una ley de simplificacion equivale a encontrar un argumento 
logico para reducir la longitud de expresiones: se trata de pasar de 
«x + y = x + z» a «y = z». Dos axiomas permiten tal reduccion, el axioma del 
cero y el axioma de los numeros negativos. La estrategia de la demostracion 
es aplicar primero el axioma de los numeros negativos para sustituir «x» 
por «0» y despues quitar el 0 de «0 + z». Evidentemente, que los otros dos 
axiomas se usan repetidamente al llevar a cabo esta estrategia. 

La ley de simplificacion puede utilizarse para demostrar el hecho fami¬ 
liar que el negativo del negativo de un numero es el mismo numero. 
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Teorema 2.' (Vx)( —(—x) = x' 

Demostracion 

( 1 ) * + - x = o 

(2) — x-t-x = 0 

(3) —x H—(—x) = 0 

(4) —— ( —-v)= —Ar-hA- 

(5) —x~\ -(— x)= — x + x —> - 

(6) — (— x)=x 

(7) (Vx)(-(-x)=x) 


x/x, Neg. Ax. 
x/x, —x/y, Conm. 
Ax. 1 

—x/x, Neg. Ax. 

I 1, 3 

(-x)=x -x/x, -{~x)/y, 

x/z, T. 1 

PP 4, 5 
UG 6 


A continuacion se da la demostracion del Teorema 3. Observese que el ter- 
mino de enlace principal es una equivalencia. En esta situacion es necesario 
cortar la demostracion en dos partes, demostrando primero una implicacion 
y despues la otra, cada una por demostracion condicional. 

Teorema 3. (V^)(Vy)(— x—y *+y = 0). 


Demostracion 


(1) 

-*=y 

P 

(2) 

* 

+ 

i 

* 

ii 

o 

fi/x, Neg. Ax. 

(3) 

x+y = 0 

I 1,2 

(4) 

—x—y —> x+y = 0 

CP 1, 3 

(5) 

x+y = 0 

P 

(6) 

x-f —x = 0 

x/x, Neg. Ax. 

(7) 

x+y = xH-x 

I 5, 6 

(8) 

x+y = xH-x —> y=—x 

x/x , y/y, —x/z, T. 

(9) 

~x=y 

PP 7, 8 

(10) 

x+y=0 —> —x=y 

CP 5, 9 

(11) 

x —y x+y = 0 

LB 4, 10 

(12) 

(Vx)(Vy)(—x=y <-> x+y = 0) 

UG 11 


El Teorema 3 dice que — x es el unico numero que puede sumarse a x para 
obtener la suma 0. 

A1 llegar aqui se define la operacion binaria de sustraccion a parrir 
de la adicion y de la operacion negativa. Tal como se indico en el Capitulo 7, 
desde un punto de vista logico una definicion de esta naturaleza actua como 
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una premisa adicional. Tiene el mismo valor que un axioma y se puede tomar 
y utilizar en todas las demostraciones como una premisa. 

Definicion 1. (V*)(Vy)(x — y^x+ (— y)) 


Se demuestra en primer lugar que restar el negativo de un numero es lo 
mismo que sumar el mismo numero. La demostracion depende esencialmente 
del. Teorema 2 y de la definicion 1. 


Teorema 4. (Vx)(Vy)(x — (— y)=x+y) 


Demostracion 


(1) x-(-y)=x+ -(- y ) 

x/x, -y/y, Def. 1 

(2) =*+>< 

y/x, T. 2 

(3) (^(VyXx-C-jO^+jO 

UG 2 

Se desea demostrar despues 

que x — 0 = x, pero es conveniente demos- 

trar antes que el negativo de 0 es 0. Esta demostracion utiliza esencialmente 

el Teorema 3. 


Teorema 5. —0 = 0 


Demostracion 


(1) -0 = 0 <-> 0 + 0 = 0 

0/x, 0/y, T. 3 

(2) 0 + 0 = 0 

0/x, Cero Ax. 

(3) 0 + 0 = 0 -* -0 = 0 

LB 1 

(4) -0 = 0 

PP 2, 3 


La demostracion de que x— 0 = x se deja como ejercicio, que es facil pu- 
diendo aplicar el Teorema 5. Otros teoremas se dan como ejercicios. 


Ejercicio 2 

A. Demostrar los teoremas siguientes. 


Teorema 6. (V*)(x — 0 = *) 
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Teorema 7. v 
Teorema 8. 
Teorema 9. 
Teorema 10. 
Teorema 11. 
Teorema 12. 
Teorema 13. 
Teorema 14. 
Teorema 15. 
Teorema 16. 
Teorema 17. 


(V*)(0—* = -x) 

(Vx) (' Vy) (Vz) ((x -y) + (y-z)=x-z) 

(Vx)(Vy)(—x=y «-* x=—y) 

(Vx)(Vy)(Vz)(x-\-y = z+y —> x = z) 

(Vx) (Vy) ( ( —y + — x) + (r -j-y) = 0 
(V^)(Vy)(-(^+y)=-x+-y) 

Cv*) (Vy) (Vz)(Vw)( (x -y) + (z - w) = (* + z) - (y + w) 
(Vx) (Vy) (Vz) (Vw) ( (* -y) - (z - w)= (* + w) - (y + z)) 
(Vat) (Vy) (Vz) (x —y = z <-» ^ —z=y) 

(Vx) (Vy) (Vz)(x+y = z <-+ * — z <= — y) 

(Vat) (Vy) ( Vz) (Vz*;) (a — y = z — w <-» * + w -y + z) 


B. Dar demostraciones formales de Ios razonamientos siguientes con la teo~ 
ria de Aritmetica de este capitulo y las definiciones de los enteros, si es 
necesario: 

1. Demostrar: — 3<—2 

(1) (V*)(*<*+1) 

2. Demostrar: * + * = 0 
( 1 ) * = 0 

3. Demostrar: x— — 4 
(1) x + 5=\ 

4. Demostrar: (V*)(,x<0 <-> 0<— x) 

(1) (Vx)(Vy)(Vz)(y<z -* (* + v<* + z)) 

5. Demostrar: (V*)—i(*<*) 

(1) (Vx)(Vy)(x<y -> “i(y<*)) 
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